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El propésito de este breve capitulo es doble: presentar la terminologia elemen-
tal de las ecuaciones diferenciales y analizar someramente la forma en que
surgen las ecuaciones diferenciales con el fin de describir o modelar fenéme-
nos fisicos en términos matematicos.



1.1 Definiciones y terminologia

M Introduccion  Los términos diferencial y ecuacion indican, sin lugar a dudas, la resolucién
de cierto tipo de ecuaciones que contienen derivadas; sin embargo, antes de iniciar la reso-
lucién de cualquier ecuacion, primero debemos aprender las definiciones elementales y la
terminologia del tema.

M Una definicion La derivada dy/dx de una funcién y = ¢(x) representa en si misma otra

funcién ¢'(x) que se encuentra mediante una regla especifica. Por ejemplo, la funcién y =

"% es diferenciable sobre el intervalo (—00, 0), y su derivada es dy/dx = 0.2xe"". Si

reemplazamos ¢ por el simbolo y, obtenemos
D2 (1)
I 2xy.

Ahora imagine que un amigo suyo le proporciona sélo la ecuacion diferencial de la expresion
(1), y que usted no tiene idea de cémo se obtuvo. Su amigo le pregunta: ;cudl es la funcién
representada por el simbolo y? Entonces usted se enfrenta a uno de los problemas bésicos
encontrados en un curso de ecuaciones diferenciales: ;como resolver una ecuacién de este
tipo para la funcién incégnita y = ¢(x)? Tal cuestion es mas o menos equivalente al conocido
problema del inverso del cdlculo diferencial: dada una derivada, encontrar una antiderivada.

Antes de avanzar mds, permitanos ofrecer una definicién mds precisa del concepto de
una ecuacién diferencial.

Definicion 1.1.1 Ecuacion diferencial

Se dice que una ecuacion diferencial (ED) es cualquier ecuacion que contiene las derivadas
de una o mds variables dependientes con respecto a una o mas variables independientes.

Con el objetivo de referirnos a ellas, debemos clasificar las ecuaciones diferenciales por
tipo, orden y linealidad.

M Clasificacion por tipo  Si una ecuacion diferencial contiene inicamente derivadas ordi-
narias de una o més variables dependientes con respecto a una sola variable independiente,
se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Por ejemplo,
dy . dzy dy dx dy

dx—l—Sy—e, 12 dx+6y_0 y dt+dt_2x+y (2)
son ecuaciones diferenciales ordinarias. Una ecuacion en la que se presentan las derivadas
parciales de una o mds variables dependientes de dos o mds variables independientes se
denomina ecuacion diferencial parcial (EDP). Por ejemplo,

Pu 0%u 0%u ou ou av

a2t =0 o= -2y o= 3)

ax*  dy ax* ot at dy ax
son ecuaciones diferenciales parciales.

Il Notacion A lo largo de este libro, las derivadas ordinarias se presentardn utilizando la
notacién de Leibniz dy/dx, d*y/dx*, d®yldx’, . . ., o 1a notacién prima y', y", y”, . .. Si se
emplea esta dltima notacidn, las primeras dos ecuaciones diferenciales mostradas en (2)
pueden expresarse de forma mas compacta como y’ + S5y = ¢*yy” —y' + 6y = 0. En rea-
lidad, la notacién de prima se utiliza para sefialar solamente las primeras tres derivadas; la
cuarta derivada se indica como y en lugar de y””. En términos generales, la n-ésima derivada
serd d"yldx" o y. A pesar de ser menos conveniente de escribir y formar tipograficamente,
la notacién de Leibniz presenta una ventaja sobre la notacién de prima en el sentido de que
indica con claridad las variables independientes y dependientes. Por ejemplo, en la ecuacién
diferencial d’x/d* + 16x = 0, se observa de forma inmediata que el simbolo x representa
ahora a la variable dependiente, mientras que la variable independiente serd . Ademads, es
importante que usted conozca que en ingenieria y ciencias fisicas ocasionalmente se utiliza la
notacién de Newton por puntos (a veces denominada despectivamente como notacién de
“manchas”) para denotar las derivadas con respecto al tiempo #; de esta forma, la ecuacién
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Recuerde estas dos caracteristicas
de una EDO lineal.

diferencial d’s/d* = —32 se convierte en § = —32. Las derivadas parciales con frecuencia
se indican mediante una notacion de subindice que muestra las variables independientes.
Por ejemplo, las ecuaciones primera y segunda incluidas en (3) pueden a su vez indicarse
como uy, + uy, = 0y uy, = uy — 2u,.

M Clasificacion pororden El orden de una ecuacién diferencial (EDO o EDP) representa
el orden de la derivada mas alta presente en la ecuacién. Por ejemplo,

segundo orden i)ri mer orden
d? dy\?
% + 5<y> — 4y =¢"
dx dx

representa una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden. Las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden se escriben ocasionalmente en la forma diferencial M(x, y)dx +
N(x, y)dy = 0. Por ejemplo, si suponemos que y representa la variable dependiente en (y — x)
dx + 4xdy = 0, entonces y' = dy/dx, y asi al dividir entre el diferencial dx obtenemos la forma
alternativa 4xy’ + y = x. Consulte el apartado de Comentarios al final de esta seccion.

De manera simbdlica, es posible expresar una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo
orden como una variable dependiente empleando la forma general

Fx,y,y,...,y") =0, (4)
donde F es una funcién con valores reales de n + 2 variables: x, y, y’, ..., y*. Tanto por
motivos practicos como tedricos, de aqui en adelante debemos suponer que es posible resol-
ver una ecuacion diferencial ordinaria presentada en la forma (4) inicamente para la derivada
mas alta y™ en términos de las variables n + 1 restantes. La ecuacién diferencial

dy ]
= ey y ), (5)
dx
donde fes una funcién continua con valores reales, se denomina forma normal de (4). De
este modo, cuando nos sea util, debemos utilizar las formas normales

dy d*y
7 =feyy)

o ey oy s
para representar ecuaciones diferenciales generales ordinarias de primero y segundo orden.
Por ejemplo, la forma normal de la ecuacion de primer orden 4xy’ +y = xesy’ = (x — y)/4x.
Consulte los Comentarios.

M Clasificacion por linealidad Se dice que una ecuacién diferencial ordinaria de n-ésimo
orden (4) es lineal si Fes linealeny, y’, ..., y(”). Esto significa que una EDO de n-ésimo orden
es lineal cuando (4) es a,(x)y™ + a,_;(x)y" "V + -+ + a,(x)y’ + ao(x)y — gx) =00

Cl”(/\‘) W

d"y dly dy

a9 Sy @) aly = g0 )

Dos casos especiales importantes de (6) son las ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden (n = 1) y de segundo orden (n = 2):

dy d?y dy
Gl =g) Y )3 el Faly =g 0)

En la combinacién aditiva del extremo izquierdo de (6) observamos que las dos propiedades
caracteristicas de una EDO lineal son:

» Lavariable dependiente y asi como todas sus derivadasy’, y", ..., y(”) son de primer grado,
es decir, la potencia de cada uno de los términos que involucranay es 1.

* Los coeficientes ay, ay, ..., a, de y, y’, ..., y(”) dependen a lo sumo de la variable inde-
pendiente x.

Las ecuaciones siguientes, a su vez,
(v — X)dx +dxdy =0, y" —2y +y=0 RPN
— x)dx xdy =0, - =0, —% X — — = ¢",
Yy y y y y d’ dx y
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son ecuaciones diferenciales ordinarias de primero, segundo y tercer orden, respectivamente.
Acabamos de demostrar que la primera ecuacidn es lineal en la variable y al escribirla en la
forma alternativa 4xy’ + y = x. Una ecuacién diferencial ordinaria no lineal simplemente es
una ecuacién que no es lineal. Las funciones no lineales de la variable dependiente o de sus
derivadas, tales como sen y o ¢, no pueden aparecer en una ecuacién lineal. Por lo tanto,

término no lineal: término no lineal: término no lineal:
el coeficiente depende de y funcién no lineal de y  potencia diferente de y
\: 2 \
d*y d*y
1 — )y +2y =¢, —= + seny =0, — 4+’ =0,
( ) Y di* ’ b7 S

son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de primero, segundo y cuarto
orden, respectivamente.

B Solucion Como se indicé anteriormente, en el presente curso, uno de los objetivos es
resolver —o encontrar soluciones de— ecuaciones diferenciales. En el siguiente cuadro se
define el concepto de solucidn de una ecuacién diferencial ordinaria.

Definicion 1.1.2 Solucion de una EDO

Toda funcién ¢, definida sobre un intervalo / y que posea al menos n derivadas continuas
sobre I, y que al ser sustituida en una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden reduzca
la ecuacién a una identidad, se dice que es una solucion de la ecuacion sobre el intervalo.

En otras palabras, una solucién de una ecuacién diferencial ordinaria (4) de n-ésimo
orden serd una funcién ¢ que posea al menos n derivadas y

F(x, p(x), ' (x), ..., "™ (x)) = 0 para toda x en I.

Se dice que ¢ satisface la ecuacion diferencial sobre /. Para nuestros propésitos, también
debemos asumir que una solucidn ¢ es una funcién con valores reales. En el andlisis inicial se
observé que y = ¢** es una solucién de dy/dx = 0.2xy sobre el intervalo (—oo, 00 ).

En ocasiones resultara conveniente indicar una solucién mediante el simbolo alternativo

Y(x).

M Intervalo de definicion  No es posible considerar una solucién de una ecuacién diferencial
ordinaria sin pensar al mismo tiempo en un intervalo. El intervalo I de la definicién 1.1.2 se
denomina de diversas maneras: intervalo de definicion, intervalo de validez o dominio de
la solucion y puede ser un intervalo abierto (a, b), un intervalo cerrado [a, b], un intervalo
infinito (a, co), etcétera.

| ZTENENEN Verificacion de una solucion

Compruebe que la funcién sefialada representa una solucién de la ecuacion diferencial
dada, sobre el intervalo (—oo, 00).

a) dyldx = xy"y = £x* b) Y =2y +y=0;y=xe

Solucién  Una forma de verificar que la funcién indicada representa una solucién es re-
visar, después de sustituir, si cada extremo de la ecuacidn es igual para cada x localizada

dentro del intervalo.
3 3

. y X X
a) Del t jerdo: — = 4-— = —
) extremo izquierdo: — 6= 4
extremo derecho:  xy'* = x- <x4>1/2 = x.ﬁ _x
- 16 PR

observamos que cada extremo de la ecuacion es igual para todo nimero real x. Advierta

que y'? = 1x?es, por definicién, la raiz cuadrada positiva de 7x*.
b) A partir de las derivadas y' = xe* + €'y y' = xe* + 2¢* tenemos para todo niimero
real x,

extremo izquierdo: y" — 2y' +y = (xe* + 2¢") — 2(xe* + &) + xe* =0
extremo derecho: 0. =
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b) Solucién y = 1/x, (0, 0o)

FIGURA 1.1.1 El ejemplo 2 ilustra la
diferencia entre la funcién y = 1/xy
la solucién y = 1/x

Observe también que en el ejemplo 1 cada ecuacién diferencial posee la solucién cons-
tante y = 0, —oo < x < oo. La solucién a una ecuacion diferencial idéntica a cero sobre un
intervalo [ se dice que es una solucion trivial.

M Curva de solucion La gréfica de una solucién ¢ de una EDO se denomina curva de
solucién. Ya que ¢ es una funcién diferenciable, serd continua sobre su intervalo / de defi-
nicion. De esta forma puede presentarse una diferencia entre la grafica de la funcion ¢ y la
grafica de la solucion ¢. En otras palabras, el dominio de la funcién ¢ no necesita ser el
mismo que el intervalo 7 de definicién (o dominio) de la solucién ¢.

| FEYEXE Comparacion entre solucion y funcion

Considerado en términos simples como una funcion, el dominio de y = 1/x serd el conjunto
de todos los niimeros reales x con excepcién de 0. Cuando graficamos y = 1/x, trazamos
puntos en el plano xy que corresponden a un acertado muestreo de nlimeros tomados a partir
de su dominio. La funcién racional y = 1/x es discontinua en 0, y su grafica, en las cercanias
de su origen, se presenta en la FIGURA 1.1.1a). La funcién y = 1/x no es diferenciable en x = 0
dado que el eje y (cuya ecuacién es x = 0) representa una asintota vertical de la grafica.
Ahora y = 1/x también es una solucion de la ecuacién diferencial lineal de primer orden
xy’ + y = 0 (verifiquelo). Sin embargo, cuando decimos que y = 1/x es una solucién de
esta ED, significa que es una funcién definida en un intervalo / sobre el cual es diferencia-
ble y satisface la ecuacién. En otras palabras, y = 1/x serd una solucién de la ED sobre fodo
intervalo que no contenga a 0, tal como (—3, —1), (%, 10), (—o0, 0) 0 (0, 00). Ya que las
curvas de solucién definidas por y = 1/x sobre los intervalos (—3, —1) y sobre (%, 10) son
basicamente segmentos o secciones de las curvas de solucién definidas por y = 1/x en
(— 00, 0) y (0, 00), respectivamente, tendrd sentido tomar el intervalo / més grande posible.
De tal modo, tomariamos a I para que fuera (—oo, 0) o (0, c0). La curva de solucién en el

intervalo (0, o) se muestra en la figura 1.1.1b). =

M Soluciones explicitas e implicitas  Usted debe estar familiarizado con los términos fun-
ciones explicitas e implicitas gracias a sus estudios de calculo. Una solucién en que la varia-
ble dependiente se expresa s6lo en términos de la variable independiente y constantes se
denomina solucion explicita. Para nuestros propésitos, consideremos una solucién explicita
como una férmula explicita y = ¢(x) que podemos manipular, evaluar y diferenciar utilizando
las reglas estandar. En los dltimos dos ejemplos hemos observado que y = 1ex*, y = xe*y y
= 1/x son, a su vez, soluciones explicitas de dy/dx = xy"?,y" — 2y’ + y=0,yxy’ +y =0.
Ademds, la solucion trivial y = 0 es una solucién explicita de las tres ecuaciones. Cuando
abordemos el problema de resolver realmente algunas ecuaciones diferenciales ordinarias
veremos que los métodos de solucién no siempre llevan de forma directa a una solucién
explicita y = ¢(x). Esto aplica en especial cuando se intenta resolver ecuaciones diferencia-
les de primer orden. Con frecuencia nos bastara con una relacién o expresion G(x, y) = 0 que
defina una solucién ¢ de modo implicito.

Definicion 1.1.3  Solucién implicita de una EDO

Se dice que una relacién del tipo G(x, y) = 0 es una solucion implicita de una ecuacién
diferencial ordinaria (4) sobre un intervalo I siempre que exista al menos una funcién ¢ que
satisfaga la relacion asi como a la ecuacién diferencial sobre 1.

Se encuentra fuera del alcance de este curso analizar las condiciones bajo las cuales una
relacién G(x, y) = 0 define una funcién diferenciable ¢. Asi que deberemos suponer que si
la implementacion formal de un método de solucién lleva a una relacién G(x, y) = 0, enton-
ces existe al menos una funcién ¢ que satisface tanto a la relacién (es decir, G(x, ¢(x)) = 0)
como a la ecuacién diferencial sobre un intervalo /. Si la solucién implicita G(x, y) = 0 es
sencilla, podriamos resolverla para y en términos de x y obtener una o més soluciones expli-
citas. Véase la secciéon de Comentarios.

| EYEXE Verificacion de una solucion implicita

La relacién x> + y> = 25 es una solucién implicita de la ecuacién diferencial
dy b
—=— )
dx y
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sobre el intervalo —5 < x < 5. Al diferenciar de forma implicita obtenemos

d , d , d dy
—x*+—y*=—25 2x +2y—=0.
dxx dxy dx © o ydx

Al resolver la tltima ecuacién para el simbolo dy/dx obtenemos (8). Ademds, al resolver
x> + y* = 25 para y en términos de x obtenemos y = =25 — x°. Las dos funciones y =
d1(x) = V25 — Xyy = (x) = —V25 — x* satisfacen la relacion (es decir, x> + ¢ =
25y x* + ¢3 = 25) y representan soluciones explicitas definidas sobre el intervalo (—35, 5).
Las curvas de solucién presentadas en la FIGURA 1.1.2b) y 1.1.2¢) son segmentos de la gréafica

de la solucién implicita de la figura 1.1.2a). =

Toda relacién de la forma x* + y? — ¢ = 0 satisfard de manera formal a (8) para cualquier
constante c. Sin embargo, se entiende que la relacién siempre deberd tener sentido en el
sistema de niimeros reales; de tal modo, por ejemplo, no podemos afirmar que x> + y* + 25
= 0 es una solucion implicita de la ecuacién. ;Por qué no?

Como la diferencia entre una solucién implicita y una solucién explicita debe quedar
clara de forma intuitiva, no menospreciaremos el problema afirmando siempre: “Aqui se
encuentra una solucién explicita (implicita).”

M Familias de soluciones El estudio de las ecuaciones diferenciales es similar al del cdlculo
integral. En algunos libros, a una solucién ¢ se le denomina en ocasiones como la integral
de la ecuacion, y su gréfica se conoce como una curva integral. Al evaluar una antiderivada
o integral indefinida en calculo, utilizamos una sola constante ¢ de integracién. En forma
analoga, al resolver una ecuacion diferencial de primer orden F(x, y, y') = 0, por lo general
obtenemos una solucién que contiene una sola constante arbitraria o pardmetro c. Una solu-
cién que contiene una constante arbitraria representa un conjunto G(x, y, c) = 0 de soluciones
denominadas familia de soluciones de un parametro. Al resolver una ecuacién diferencial
de n-ésimo orden F(x, y, y', ..., y(”)) = (), buscamos obtener una familia de soluciones de n
parametros G(x, y, ¢, ¢, ..., ¢,) = 0. Lo cual significa que una ecuacién diferencial simple
puede poseer un nimero infinito de soluciones que corresponden al ndmero ilimitado de
opciones para el o los pardmetros. Una solucion de una ecuacién diferencial que se encuentra
libre de parametros arbitrarios se denomina solucién particular. Por ejemplo, la familia de
un solo pardmetro y = cx — x cos x representa una solucion explicita de la ecuacion lineal
de primer orden xy’ — y = x” sen x sobre el intervalo (—oo0, 0o) (verifiquelo). La FIGURA 1.1.3,
obtenida mediante el uso de un programa computacional de graficacién, muestra las graficas
de algunas de las soluciones de esta familia. La solucién y = —x cos x, la curva oscura en la
figura, es una solucién particular que corresponde a ¢ = 0. De forma similar, sobre el intervalo
(—00,00),y = c,€* + cpxe* representa una familia de soluciones de dos pardmetros (verifiquelo)
de la ecuacion lineal de segundo orden y” — 2y’ + y = 0 del inciso b) del ejemplo 1. Algunas
soluciones particulares de la ecuacién son las soluciones trivialesy = 0 (c; = ¢, = 0),y =
xe*(c;, =0,¢, = 1),y =5¢" — 2xe* (¢c; = 5, ¢, = —2), etcétera.

En todos los ejemplos anteriores hemos utilizado x y y para denotar las variables inde-
pendiente y dependiente, respectivamente. Pero deberia acostumbrarse a ver y trabajar con
otros simbolos que denoten dichas variables. Por ejemplo, podriamos denotar la variable
independiente como ¢ y a la dependiente como x.

| ZENEEYN Utilizacion de distintos simbolos

Las funciones x = ¢, cos 4t y x = ¢, sen 4t, en las que ¢, y ¢, son pardmetros o constantes
arbitrarias, son soluciones de la ecuacion diferencial lineal

X"+ 16x = 0.
Para x = ¢, cos 41, las primeras dos derivadas con respecto atsonx’ = —4c¢, sen4ryx" =
—16¢, cos 4t. Al sustituir x” y x obtenemos
X"+ 16x = —16¢, cos 4t + 16(c,cos 4t) = 0.
De forma similar, para x = ¢, sen 4t tenemos x” = —16c¢, sen 4, y asi
X"+ 16x = —16¢,sen 4t + 16(c,sen 4t) = 0.
Por dltimo, resulta sencillo verificar que la combinacién lineal de soluciones para la fami-

lia de dos pardmetros x = ¢, cos 4t + ¢, sen 4¢ es también una solucién de la ecuacién
diferencial. =
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x2+y2=25
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X
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b) Solucién explicita

yl=m,—5<x<5

¢) Solucién explicita

yZ:—VZS—xz,—5<x<5

FIGURA 1.1.2 Solucién implicita
y dos soluciones explicitas en el
ejemplo 3

A x
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FIGURA 1.1.3 Algunas soluciones de
xy' —y=x’senx
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FIGURA 1.1.4 Algunas soluciones de
xy’ — 4y = Oenel ejemplo 5

El siguiente ejemplo demuestra que una solucioén de una ecuacién diferencial puede ser
una funcién definida en forma segmentada.

| EEENIE Una solucion definida en forma segmentada

Debemos verificar que la familia de un solo pardmetro y = cx* es una familia de soluciones
de un pardmetro de la ecuacién diferencial xy’ — 4y = 0 sobre el intervalo (—oo, 00). Véase
la FIGURA 1.1.4a). La funcién diferenciable definida por partes
B {—x4, x<0
y= X x=0
representa una solucién particular de la ecuacién pero no puede obtenerse a partir de la
familia y = cx* mediante una eleccién simple de c; la solucién se construye a partir de

la familia al elegir c = —1 parax < 0y c = I para x # 0. Observe la figura 1.1.4b). =

M Solucion singular En ocasiones una ecuacién diferencial posee una solucion que no es
miembro de una familia de soluciones de la ecuacién, es decir, una solucién que no puede
obtenerse mediante la especializacion de ninguno de los parametros de la familia de solucio-
nes. Una solucién adicional de este tipo se denomina solucién singular. Por ejemplo, hemos
observado que y = 7ex* y y = 0 son soluciones de la ecuacién diferencial dy/dx = xy' sobre
(—00, 00). En la seccion 2.2 demostraremos, mediante su resolucidn, que la ecuacion dife-
rencial dy/dx = xy"? cuenta con la familia de soluciones de un pardmetro y = (3x* + ¢).
Cuando ¢ = 0, la solucién particular resultante es y = %x“. Sin embargo, observe que la solu-
cién trivial y = 0 es una solucién singular dado que no es miembro de la familia y = (3x> + ¢)*
no existe forma de asignar un valor a la constante ¢ para obtener y = 0.

Il Sistemas de ecuaciones diferenciales Hasta este momento hemos analizado ecuaciones
diferenciales individuales que contienen una funcién desconocida. Sin embargo con frecuen-
cia, tanto en la teoria como en muchas aplicaciones, encontramos sistemas de ecuaciones
diferenciales. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias estd formado por dos o
mads ecuaciones que involucran las derivadas de dos o mds funciones desconocidas de una
sola variable independiente. Por ejemplo, si x y y simbolizan variables dependientes y ¢
representa la variable independiente, entonces un sistema de dos ecuaciones diferenciales de
primer orden estaria dado por

d

?); :f(t’ X, y)

j (9
@ _

g 8 xy).

Una solucion para un sistema como el (9) seria un par de funciones diferenciables x = ¢,(¥),
y = ¢,(1), definidas sobre un intervalo comun /, que satisfagan a cada ecuacién del sistema
localizada en este intervalo. Consulte los problemas 33 y 34 de los ejercicios 1.1.

Comentarios

i) Es pertinente formular algunos comentarios finales acerca de las soluciones implicitas de
ecuaciones diferenciales. En el ejemplo 3 resolvimos la relacién x> + y*> = 25 para y en térmi-

nos de x para obtener dos soluciones explicitas, ¢;(x) = V25 — ¥y ¢,(x) = —V25 — &2,

de la ecuacioén diferencial (8). Sin embargo, no analice demasiado este ejemplo. A menos que
le resulte sencillo, evidente, sea importante o se le indique, por lo general no es necesario
intentar resolver una solucién implicita G(x, y) = 0 para y de forma explicita en términos de
x. Asimismo, no interprete mal el segundo enunciado posterior a la definicién 1.1.3. Una solu-
cién implicita G(x, y) = 0 puede definir una funcién ¢ perfectamente diferenciable que sea
una solucién de una ED, aunque no podamos resolver G(x, y) = 0 utilizando métodos analiti-
cos como dlgebra. La curva de solucién de ¢ puede ser un segmento o parte de la gréafica de
G(x,y) = 0. Revise los problemas 41 y 42 de los ejercicios 1.1. Adem4s, consulte el andlisis
que sigue al ejemplo 4 de la seccién 2.2.

ii) A pesar de que en esta seccion se ha enfatizado el concepto de una solucidn, recuerde que
una ED no necesariamente debe contar con una solucion. Observe el problema 35 de los ejer-
cicios 1.1. La cuestién de la existencia de una solucién serd analizada en la siguiente seccion.

CAPITULDO 1 Introduccion a las ecuaciones diferenciales



iii) Puede no resultar evidente si una EDO de primer orden presentada en forma diferencial M(x, y)
dx + N(x, y)dy = 0 es lineal o no, pues no existe nada en esta notacioén que nos indique el stmbolo
que representa la variable dependiente. Consulte los problemas 9 y 10 de los ejercicios 1.1.

iv) Pareciera que no hay mayor problema en suponer que F(x, y,’, ..., ) = 0 pueda resolverse
para y", sin embargo debera tener cuidado con esto. Existen excepciones y algunos inconve-
nientes relacionados con esta suposicion. Revise los problemas 48 y 49 de los ejercicios 1.1.
v) Si toda solucién de una EDO de n-ésimo orden F(x, y,y', . . . , ™) = 0 sobre un intervalo
I puede obtenerse a partir de una familia G(x, y, ¢, ¢,, . . . , ¢,) = 0 de n pardmetros mediante
la eleccién adecuada de los parametros ¢;, i = 1, 2, . . ., n, entonces decimos que la familia
representa la solucién general de 1a ED. Al resolver ecuaciones diferenciales ordinarias linea-
les debemos imponer restricciones relativamente simples sobre los coeficientes de la ecuacion;
mediante estas restricciones podemos asegurarnos de que no sélo existe una solucién sobre un
intervalo, sino que también una familia de soluciones arrojard todas las posibles soluciones.
Las ecuaciones no lineales, con excepcion de algunas ecuaciones diferenciales de primer orden,
por lo general son dificiles de resolver si no imposibles, en términos de funciones elementales
familiares: combinaciones finitas de potencias enteras de x, raices, funciones exponenciales y
logaritmicas, funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inversas. Ademads, si se
obtiene una familia de soluciones para una ecuacion no lineal, no sera evidente si esta familia
contiene todas las soluciones. Por lo tanto, en un nivel prictico, la denominacién “solucién
general” se aplica s6lo a ecuaciones diferenciales lineales. Ahora no se preocupe por este
concepto, pero tenga presentes las palabras “solucion general”, ya que regresaremos a ellas en

la seccidn 2.3 y una vez mas en el capitulo 3.

Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la padgina RESP-1.

En los problemas 1 a 8, defina el orden de la ecuacién diferencial
presentada. Determine si la ecuacion es lineal o no lineal al com-
pararla con (6).

1. (1 —x)y" —4xy’ + 5y =cosx

d3 d 4
2. xl_(l) +y=0

dx’ dx
35—y +6y=0
4, @-i-@-f—u:cos(r-i-u)
dr*  dr
PN @C)
PRk
" dr? R?

7. (sen 0)y"” — (cos B)y' =2
8. x—(1—3H)i+x=0

En los problemas 9 y 10, determine si la ecuacién diferencial de
primer orden presentada es lineal en la variable dependiente indi-
cada compardndola con la primera ecuacion diferencial propor-
cionada en (7).

9. (»— Ddx+xdy=0;eny;enx
10. udv+ (v+uv —ue*ydu =0;env;enu

En los problemas 11 a 14, verifique si la funcién indicada es una
solucidn explicita de la ecuacion diferencial presentada. Suponga
un intervalo de definicién / adecuado para cada solucion.

M 2y +y=0; y=e"?

1.1 Definicionesy terminologia

d
12 420y =245 y=§ - e

13. y/ =6y + 13y =0, y= 3 cos 2x
14. y" + y=tanx; y= —(cosx)In(sec x + tan x)

En los problemas 15 a 18, verifique si la funcion sefialada
y = ¢(x) es una solucién explicita de la ecuacion diferencial de
primer orden presentada. Proceda igual que en el ejemplo 2, con-
siderando a ¢ s6lo como una funcion, proporcione su dominio.
Luego considere a ¢ como una solucion de la ecuacién diferen-
cial, establezca al menos un intervalo I de definicién.
5. (y —x)y =y —x+8, y=x+4Vx+2
16. y' =25 +y* y=5tan5x
17. y =2x0% y=1{4—x%)
18. 2y’ =y*cosx; y= (1 —senx) 2
En los problemas 19 y 20, verifique si la expresion sefialada es
una solucién implicita de la ecuacidn diferencial de primer orden
que se proporciona. Encuentre al menos una solucién explicita
y = ¢(x) en cada caso. Utilice alguna herramienta de graficacion
para obtener la grifica de una solucién explicita. Proporcione un
intervalo / de definicion para cada solucion ¢.

dX 2X — 1
7 X - 11 - 2X); ln<X_1> t
20. 2xydx+ (> —y)dy=0; —2x%y +y*=1
En los problemas 21 a 24, verifique si la familia de funciones in-
dicada es una solucién de la ecuacion diferencial que se propor-
ciona. Suponga un intervalo de definicién / adecuado para cada
solucién.

dP
2. —=P1-P); P
dt

19.

cé
1 + ¢



dy _ __—x? * 7 —x?
22.z+2xy—1; y=e e dt + ce
0

d2 dy . 2x
23.;—467-1—4)/ 0; y=ce™ +cxe
,d’y d
u % 2x2——xd—y+y—12x

y=cx '+ ex + epxInx + 447

25. Verifique si la funcién definida por partes

—x2,
y =
X,
es una solucion de la ecuacién diferencial xy’ — 2y = 0 sobre
el intervalo (—o0, 00).

x <0
x=0

26. En el ejemplo 3 observamos que y = ¢(x) = V25 — & 2y
y = ¢yx) = —V/25 — 22 son soluciones de dyldx = —xly

sobre el intervalo (—5, 5). Explique por qué la funcién defi-
nida en segmentos

B {\/25—x2, -5<x<0
YT1-V25 - 0=x<5

no es una solucion de la ecuacion diferencial sobre el intervalo
(—5,5).

27. Encuentre valores de m apropiados para que la funcién y = ™
sea una solucién de la ecuacién diferencial proporcionada.
Explique su razonamiento.

a) y+2y=0 b) Y' =5y +6y=0

28. Encuentre valores de m apropiados para que la funcién y = x™
sea una solucidn de la ecuacién diferencial proporcionada.
Explique su razonamiento.

a) x"+2y'=0 by X' —Txy' +15y=0

En los problemas 29 a 32, utilice el concepto de que y = ¢, —00
< x < 00, es una funcién constante si y sélo si, y’ = 0 para de-
terminar si la ecuacion diferencial proporcionada tiene solucio-
nes constantes.

29. 3xy' + 5y =10
N (y—1py' =1

3. vy =y"+2y—-3
32 yY+4y' +6y=10

En los problemas 33 y 34, verifique si el par de funciones indi-
cadas es una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales
dado sobre el intervalo (—oo, 00).

dx d’x
33. — =x+3y, 4. — =4y + ¢,
a7 dr yore
dy dzy
E=5x+3y; E=4x—e’;
x =e ¥ + 3¢, x = cos2t + sen 2t + i,

y =—e ¥ + 5 y = —cos 2t — sen 2t — L'

=Problemas de analisis

35. Construya una ecuacién diferencial que no cuente con solu-
ciones reales.

36. Construya una ecuacién diferencial de la que usted esté seguro
que tiene Unicamente la solucioén trivial y = 0. Explique su
razonamiento.

37. ;Cudl es la funcién que a partir de calculo usted sabe que su
primera derivada es la propia funciéon? ;Y que su primera deri-
vada es un multiplo constante k de la propia funcién? Escriba
cada respuesta en forma de una ecuacion diferencial de primer
orden con una solucién.

38. ;Cuadl es la funcion (o funciones) que a partir de cdlculo usted
sabe que su segunda derivada es la propia funcién? ;Y que
su segunda derivada es el negativo de la misma funcién?
Escriba cada respuesta en forma de una ecuacion diferencial
de segundo orden con una solucion.

39. Dado que y = sen x es una solucién explicita de la ecuacion
= V1 — y2. Encuentre un

intervalo de definicién 1. [Sugerencza. I no es el intervalo
(—00,00).]

diferencial de primer orden —

40. Analice por qué tiene sentido suponer que la ecuacién dife-
rencial lineal y” + 2y’ + 4y = 5 sen ¢ cuenta con una solucién
del tipoy = A sen ¢t + B cos t, donde A y B son constantes.
Luego encuentre las constantes A y B especificas de modo que
y = Asent + Bcostseauna solucion particular de la ED.

En los problemas 41 y 42, la figura dada representa la grafica de
una solucién implicita G(x, y) = 0 de una ecuacién diferencial
dyldx = f(x, y). En cada caso la relaciéon G(x, y) = 0 define im-
plicitamente diversas soluciones de la ED. Con cuidado, repro-
duzca cada figura en una hoja de papel. Utilice ldpices de distin-
to color para marcar los segmentos o partes de cada grafica que
correspondan a las graficas de las soluciones. Recuerde que una
solucién ¢ debe ser una funcién y ademas diferenciable. Utilice
la curva de solucidn para estimar el intervalo I de definicién de
cada solucion ¢.

an. 42, Y

4 s

FIGURA 1.1.6 Grifica
del problema 42

FIGURA 1.1.5 Grifica
del problema 41

43. Las graficas de los miembros de la familia de un pardmetro
x* + y* = 3exy se denominan folia de Descartes. Verifique
si esta familia es una solucién implicita de la ecuacion dife-
rencial de primer orden:

dy 0 —2x)
de  x(2y* — X%

44. La grifica de la FIGURA 1.1.6 representa al miembro de la
familia de folia del problema 43 que corresponde a ¢ = 1.
Analice lo siguiente: ;cémo puede la ED del problema 43
ayudarnos a encontrar puntos sobre la grifica de x°* + y* =
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3xy donde la linea tangente sea vertical? ;| De qué forma nos
ayuda conocer el lugar donde una linea tangente es vertical
para determinar un intervalo de definicion / de una solucién
¢ de la ED? Compare sus ideas con sus estimaciones de los
intervalos del problema 42.

45. En el ejemplo 3, el intervalo / mds largo sobre el que las
soluciones explicitas y = ¢;(x) y y = ¢,(x) se encuentran
definidas es el intervalo abierto (=5, 5). (Por qué el intervalo
I de definicién no puede ser el intervalo cerrado [—5, 5]?

46. En el problema 21 se proporciona una familia de soluciones
de un pardmetro para la ED P’ = P(1 — P). ;Alguna curva
de solucidn cruza a través del punto (0, 3)? ;Y a través del
punto (0, 1)?

47. Analice e ilustre con ejemplos cdmo resolver ecuaciones dife-
renciales de las formas dy/dx = f(x) y d*yldx* = f(x).

48. La ecuacion diferencial x(y')> — 4y’ — 12x* = 0 presenta la
forma sefialada en (4). Determine si la ecuacion puede expre-
sarse en la forma normal dy/dx = f(x, y).

49. La forma normal (5) de una ecuacién diferencial de n-ésimo
orden es equivalente a (4) siempre que las dos formas cuenten
con exactamente las mismas soluciones. Construya una ecua-
ci6n diferencial de primer orden para la que F(x, y, y') = 0
no sea equivalente a la forma normal dy/dx = f(x, y).

50. Encuentre una ecuacién diferencial de segundo orden F(x, y,
y',y") = O paralaque y = ¢,x + c,x* sea una familia de solu-
ciones de dos parametros. Aseglrese de que su ecuacioén no
contenga los parametros arbitrarios ¢, y ¢,.

Con frecuencia es posible obtener informacién cualitativa sobre
una solucién y = ¢(x) de una ecuacion diferencial a partir de
la propia ecuacion. Antes de iniciar con los problemas 51 a 54,
recuerde el significado geométrico de las derivadas dy/dx y
d*yldx*.
51. Considere la ecuacién diferencial dy/dx = e
a) Explique por qué una solucién de una ED debe ser una
funcioén creciente sobre todo intervalo del eje x.
b) (Cudlesson lim dy/dxy lim dy/dx? ;Qué sugiere esto

X— — 00

acerca de una curva de solucién cuando x — *o0?

¢) Determine un intervalo sobre el cual una curva de solucién
sea concava hacia abajo y un intervalo sobre el que la
curva sea concava hacia arriba.

d) Tracela grifica de una solucién y = ¢(x) para la ecuacion
diferencial cuya forma es sugerida por los incisos a) a c¢).

52. Considere la ecuacién diferencial dy/dx = 5 — y.

a) Ya sea por inspeccion visual o con el método sugerido
en los problemas 29 a 32, encuentre una solucién cons-
tante de la ED.

I 1.2 Problemas de valor inicial

H Introduccion

b) Utilice tnicamente la ecuacion diferencial para encontrar
intervalos en el eje y sobre los cuales una solucién no
constante y = ¢(x) sea creciente. Encuentre intervalos en
el eje y sobre los que y = ¢(x) sea decreciente.

53. Considere la ecuacién diferencial dy/dx = y(a — by), donde
a'y b son constantes positivas.
a) Ya sea por inspeccién visual o con el método sugerido
en los problemas 29 a 32, encuentre una solucién cons-
tante de la ED.

b) Utilice sélo la ecuacion diferencial para encontrar inter-
valos en el eje y sobre los que una solucién no constan-
te y = ¢(x) sea creciente; también, sobre los cuales
y = ¢p(x) sea decreciente.

¢) Utilizando sélo la ecuacién diferencial, explique por qué
y = al2b es la coordenada y de un punto de inflexién de
la grafica de una solucién no constante y = ¢p(x).

d) Sobre los mismos ejes de coordenadas, trace las graficas
de las soluciones de dos constantes identificadas en el
inciso a). Estas soluciones constantes dividen el plano xy
en tres regiones. En cada region, trace la grafica de una
solucién no constante y = ¢(x) cuya forma esté sugerida
por los resultados de los incisos b) y ¢).

54. Considere la ecuacién diferencial y' = y* + 4.

a) Explique por qué no existen soluciones constantes de la
ED.

b) Describa la gréfica de una solucién y = ¢(x). Por ejem-
plo, juna curva de solucién puede tener algiin extremo
relativo?

¢) Explique por qué y = 0 es la coordenada y de un punto
de inflexidon de una curva de solucion.

d) Trace la grifica de una solucién y = ¢(x) de la ecuacién
diferencial cuya forma est€ sugerida en los incisos a) a c).

=Tareas para el laboratorio

de computo
En los problemas 55 y 56, utilice un programa computacional
para calcular todas las derivadas y realizar las reducciones nece-

sarias a fin de verificar que la funcién indicada representa una
solucién particular de la ecuacién diferencial dada.

55. y® — 20y + 158y" — 580y’ + 841y = 0;
y = xe> cos 2x
56. x*y"” + 2x%y" + 20xy’ — 78y = 0;

cos(5 Inx) 3 sen(5 Inx)

X X

Con frecuencia enfrentamos problemas en los que buscamos una solucién

y(x) de una ecuacién diferencial de modo que y(x) satisfaga condiciones adicionales estable-
cidas, es decir, condiciones impuestas sobre la incégnita y(x) o sobre sus derivadas. En esta
seccién analizamos uno de estos problemas denominado problema de valor inicial.

1.2 Problemas de valor inicial 1
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FIGURA 1.2.2 PVI de segundo orden

L (1,-2)

FIGURA 1.2.3 Soluciones de proble-
mas de valor inicial en el ejemplo 1

12

B Problema de valor inicial En cierto intervalo I que contiene a x;, el problema de

n

Resolver: ar =, 3,5 ,..., " D)
Sujeto a: y(xo) = Yo, ¥'(%0) = Yrseees ' Nx0) =y,
donde y,, y;, ..., ¥, son constantes reales especificadas de forma arbitraria, se denomina pro-

blema de valor inicial (PVI). Los valores de y(x) y de sus primeras n — 1 derivadas en un solo
punto xy: y(xg) = yo, ¥'(Xg) = ¥1, ..., ¥~ Y(xp) = ¥, » se denominan condiciones iniciales.

Il Problemas de valor inicial de primero y segundo orden El problema presentado en (1)
también se denomina problema de valor inicial de n-ésimo orden. Por ejemplo,

dy

Resolver: =flx,y)
dx

, (2)

Sujeto a:  y(xy) = v,

dz\,’ .
y Resolver: = =flx, )

dx”

(3)

Sujeto a: y(xo) = yo, y'(x0) =¥

son problemas de valores iniciales de primero y segundo orden, respectivamente. Estos dos
problemas resultan sencillos de interpretar en términos geométricos. Para (2) buscamos una solu-
ci6n de la ecuacion diferencial sobre un intervalo / que contenga a x, de modo que una curva
de solucién cruce a través del punto establecido (x,, y,). Observe la FIGURA 1.2.1. Para (3)
requerimos encontrar una solucién de la ecuacidn diferencial cuya grafica no s6lo cruce por
(%0, ¥o), sino que también cruce en forma tal que la pendiente de la curva en este punto sea y;.
Vea la FIGURA 1.2.2. El término condicion inicial se deriva de los sistemas fisicos donde la
variable independiente es el tiempo ¢ y donde y(¢,) = y, y ¥'(t,) = y, representan, respectiva-
mente, la posicién y la velocidad de un objeto en algtin principio, o tiempo inicial, #,.

Resolver un problema de valor inicial de n-ésimo orden con frecuencia implica utilizar
una familia de soluciones de n parametros de la ecuacion diferencial dada para encontrar n
constantes especializadas, de modo que la solucién particular resultante de la ecuacién tam-
bién “ajuste” (satisfaga) las n condiciones iniciales.

| EEYIXEN Problemas de valor inicial de primer orden

Es posible verificar de forma simple que y = ce”* representa una familia de soluciones de un
parametro para la ecuacién sencilla de primer orden y’ = y sobre el intervalo (—oo, co).
Si especificamos una condicién inicial, digamos y(0) = 3, al sustituir x = 0, y = 3 en la
familia se determina la constante 3 = ce® = ¢. Por lo tanto, la funcién y = 3e" es una
solucién del problema de valor inicial

y' =y, y0)=3.
Ahora, si precisamos que una solucidén de la ecuacidn diferencial atraviese el punto (1, —2)
en lugar de (0, 3), entonces y(1) = —2 arrojard —2 = ce 0 ¢ = —2¢7 1. La funcién
y = —2¢* ! es una solucién del problema de valor inicial

y =y, y1)=-2

Las gréficas de estas dos funciones se muestran en la FIGURA 1.2.3. =

El siguiente ejemplo ilustra otro problema de valor inicial de primer orden. Aqui,
observe cdmo el intervalo de definicién I de la solucién y(x) depende de la condicién inicial

Y(xo) = Yo

| BEYEYEA Intervalo / de definicion de una solucion

En el problema 6 de los ejercicios 2.2 se le solicitard mostrar que una familia de solucio-
nes de un pardmetro para la ecuacién diferencial de primer orden y’ + 2xy* = Oesy = 1/
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(x* + ¢). Si imponemos la condicién inicial y(0) = —1 entonces, al sustituirx =0yy = —1
en la familia de soluciones obtenemos —1 = 1/c o ¢ = —1. De este modo, y = /(2 — 1).
Ahora enfaticemos las siguientes tres diferencias.

+ Considerado como una funcién, el dominio de y = 1/(x*> — 1) es el conjunto de niimeros
reales x para el que se define y(x); éste es el conjunto de todos los niimeros reales con
excepcion de x = —1 y x = 1. Observe la FIGURA 1.2.4a).

+ Considerado como una solucién de la ecuacion diferencial y' + 2xy* = 0, el intervalo
I de definicién de y = 1/(x* — 1) podria tomarse como cualquier intervalo sobre el
que y(x) estuviera definida y fuera diferenciable. Como puede observarse en la figura
1.2.4a), los intervalos mas grandes en los que y = 1/(x> — 1) representa una solucién
son (—oo, — 1), (=1, 1) y (1, o0).

* Considerado como una solucién del problema de valor inicial y' + 2xy* = 0, y(0) = —1,
el intervalo / de definicién de y = 1/(x* — 1) podria ser cualquier intervalo sobre el cual
¥(x) estuviera definida, fuera diferenciable y contuviera el punto inicial x = 0; el intervalo

mads grande para el que esto es verdadero es (—1, 1). Véase la figura 1.2.4b). =

Revise los problemas 3 a 6 de los ejercicios 1.2 como una continuacién del ejemplo 2.

| FEIEN Problema de valor inicial de segundo orden

En el ejemplo 4 de la seccion 1.1 observamos que x = ¢, cos 4¢ + ¢, sen 4 representa una
familia de soluciones de dos pardmetros para x” + 16x = 0. Encuentre una solucién del
problema de valor inicial

X'+ 16x=0, x(w/2)= -2, x'(72)=1. (4)

Solucion  Primero aplicamos x(77/2) = —2 a la familia de soluciones dada: ¢, cos 27 +
¢, sen 27 = —2. En vista de que cos 27 = 1 y sen 27 = 0, encontramos que ¢; = —2. A
continuacion aplicamos x'(7/2) = 1 a la familia de un pardmetro x(f) = —2 cos 4t + ¢,
sen 4¢. Si derivamos y luego establecemos ¢ = 77/2 y x' = 1, obtenemos 8 sen 27 + 4c,
cos 27r = 1, a partir de lo cual podemos observar que ¢, = ;. Por lo tanto, x = —2 cos 4t

+ 1 sen 41 es una solucién de (4). =

Il Existencia y unicidad Al considerar un problema de valor inicial surgen dos preguntas
importantes:

¢ Existe una solucion del problema? Si la hay, ;es tinica?

Para un problema de valor inicial como el de (2), nos preguntamos:

¢ La ecuacion diferencial dy/dx = f(x, y) cuenta con soluciones?

Existencia . .
JAlguna de las curvas de solucion atraviesan el punto (xy, yy)?

Unicidad ¢ En qué momento podemos estar seguros de que existe precisamente una
curva de solucion atravesando el punto (xy, y,)?

Observe que en los ejemplos 1 y 3 se utiliza la frase “una solucién” en lugar de “la solucién”
del problema. El articulo indefinido “una” se aplica de forma deliberada para sugerir la posi-
bilidad de que existan otras soluciones. En este punto no se ha demostrado que exista una
sola solucién para cada problema. El siguiente ejemplo ilustra un problema de valor inicial
con dos soluciones.

| ZEMEXXN Un problema de valor inicial puede tener varias soluciones

Cada una de las funciones y = 0y y = cx*satisface la ecuacion diferencial dy/dx = xy'”
y la condicién inicial y(0) = 0, de modo que el problema de valor inicial dy/dx = xy'?,
¥(0) = 0, cuenta con al menos dos soluciones. Como se ilustra en la FIGURA 1.2.5, las gra-

ficas de ambas funciones cruzan a través del mismo punto (0, 0). =

Dentro de los limites de un curso formal de ecuaciones diferenciales podemos estar segu-
ros de que la mayoria de las ecuaciones diferenciales tendran soluciones y de que las soluciones
a los problemas de valor inicial probablemente serdn tnicas. Sin embargo, en la vida real, no
es asi. Por ello resulta conveniente saber con anticipacidn al intentar resolver un problema de

1.2 Problemas de valor inicial

a) Funcién definida para toda x
excepto x = %1

y

(0,-1)

b) Solucion definida sobre el
intervalo que contiene a x = 0

FIGURA 1.2.4 Gréficas de la funcién
y la solucién del PVI del ejemplo 2

Y| y=xY16

Vs

—x

0,0)

FIGURA 1.2.5 Dos soluciones de un
mismo PVI en el ejemplo 4
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FIGURA 1.2.6 Region rectangular R
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valor inicial, si existe una solucién y, de ser asi, si es la Ginica solucién al problema. Dado que
vamos a considerar ecuaciones diferenciales de primer orden en los siguientes dos capitulos,
estableceremos aqui, sin demostracion, un teorema directo que ofrece las suficientes condicio-
nes como para garantizar la existencia y unicidad de una solucién al problema de valor inicial
de primer orden de la forma presentada en (2). Tendremos que esperar al capitulo 3 para abor-
dar la cuestion de la existencia y unicidad de un problema de valor inicial de segundo orden.

Teorema 1.2.1 Existencia de una solucion unica

Establecemos R como una regién rectangular en el plano xy definidapora =x=b,c =y
= d, la cual contiene al punto (x,, ¥,). Sif(x, y) y df/dy son continuas en R, entonces existe
cierto intervalo I: (x, — h, x, + h), h > 0, contenido en [a, b], y una funcién tnica y(x)
definida en I, que representa una solucién del problema de valor inicial (2).

La conclusién anterior es uno de los teoremas mas relevantes y populares que existen para
resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, ya que los criterios de continuidad de
f(x, y) v 9fldy son relativamente sencillos de verificar. La geometria del teorema 1.2.1 se
ilustra en la FIGURA 1.2.6.

| PEBENI Vuelta al ejemplo 3

En el ejemplo 3 observamos que la ecuacién diferencial dy/dx = xy"? posee al menos dos
soluciones cuyas graficas pasan por (0, 0). El analisis de las funciones

o x
ay Zy] /2

muestra que éstas son continuas en la mitad del plano superior definido por y > 0. Asi, el
teorema 1.2.1 nos permite concluir que a través de cualquier punto (xo, yo), ¥ > 0, en la
mitad del plano superior existe cierto intervalo con centro en x, sobre el cual la ecuacién
diferencial tiene una solucién unica. De tal modo, por ejemplo, incluso sin resolverlo,
sabemos que existe cierto intervalo centrado en 2 sobre el cual el problema de valor inicial

dyldx = xy'2, y(2) = 1 tiene una solucién tnica. =

1/2

fx,y) =xy y

En el ejemplo 1, el teorema 1.2.1 garantiza que no existen otras soluciones al problema
de valor inicial y' =y, y(0) = 3yy’ =y, y(1) = —2 distintas ay = 3e*y y = —2e* !,
respectivamente. Esto se deriva del hecho de que f(x, y) = yy df/dy = 1 son continuas en la
totalidad del plano xy. Ademds puede demostrarse que el intervalo I sobre el que cada solucién
se encuentra definida es (—o0, 00).

M Intervalo de existencia y unicidad Suponga que y(x) representa una solucion al problema
de valor inicial (2). Los siguientes tres conjuntos sobre el eje real x pueden no ser iguales: el
dominio de la funcién y(x), el intervalo I sobre el cual la solucion y(x) se encuentra definida o
existe, y el intervalo /; de existencia y unicidad. En el ejemplo 2 de la seccién 1.1 ilustramos
la diferencia que hay entre el dominio de una funcién y el intervalo de definicién 1. Ahora
supongamos que (X, y,) €s un punto situado al interior de la regidn rectangular R del teorema
1.2.1. Resulta que la continuidad de la funcién f(x, y) sobre R es suficiente por si misma para
garantizar la existencia de al menos una solucién de dy/dx = f(x, ), y(x,) = y,, definida sobre
algun intervalo /. El intervalo de definicién / para este problema de valor inicial se toma, por
lo general, como el intervalo mds grande que contiene a x, sobre el que la solucién y(x) estd
definida y es diferenciable. El intervalo I depende tanto de f(x, y) como de la condicién inicial
¥(xy) = yo. Revise los problemas 31 a 34 dados en los ejercicios 1.2. La condicién adicional de
continuidad de la primera derivada parcial df/dy sobre R nos permite afirmar que no sélo existe
una solucién sobre algun intervalo /, que contiene a x;, sino que ademas se trata de la zinica
solucidn que satisface a y(x,) = y,. Sin embargo, el teorema 1.2.1 no ofrece ninguna informa-
cion acerca del tamafio de los intervalos I e Iy; el intervalo de definicion I no requiere ser tan
amplio como la region R y el intervalo I, de existencia y unicidad puede no ser tan amplio
como I. El nimero i > 0 que define al intervalo Iy: (x, — &, x, — h), puede ser muy pequefio
y por lo tanto es mejor considerar que la solucién y(x) es dnica en un sentido local, es decir,
una solucién definida cerca del punto (x, y,). Consulte el problema 44 de los ejercicios 1.2.

CAPITULO 1 Introduccion a las ecuaciones diferenciales



Comentarios

i) Las condiciones del teorema 1.2.1 son suficientes pero no necesarias. Cuando f (x, y) y df/dy
son continuas sobre una region rectangular R, siempre debe concluirse que una solucién de (2)
existe y es unica mientras (X, y,) sea un punto al interior de R. Sin embargo, cuando las condi-
ciones establecidas en la hipétesis del teorema 1.2.1 no se mantienen, entonces podria suceder
que: el problema (2) atin pueda tener una solucion y esta solucion pueda ser unica, o (2) pueda
tener varias soluciones o no tener solucion alguna. Una revision del ejemplo 4 muestra que la
hipétesis del teorema 1.2.1 no se sostiene sobre la linea y = 0 para la ecuacion diferencial dy/dx
= xy'”2, y por lo tanto no sorprende que, como vimos en el ejemplo 3 de esta seccién, existan dos
soluciones definidas sobre un intervalo comun (—#, &) que satisfacen y(0) = 0. Por otro lado,
las hipétesis del teorema 1.2.1 no se sostienen sobre la linea y = 1 para la ecuacién diferencial
dyldx = |y — 1|. No obstante, puede demostrarse que la solucién del problema de valor inicial
dyldx = |y — 1|, »(0) = 1, es tnica. ;Puede adivinar esta solucién?

ii) Se recomienda leer, analizar, responder y recordar posteriormente el problema 43 de los

ejercicios 1.2.

Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1.

En los problemas 1y 2,y = 1/(1 + c,e*) representa una familia
de soluciones de un pardmetro para la ED de primer orden y' =

y — y°. Encuentre una solucién del PVI de primer orden que inclu-
ya esta ecuacion diferencial y la condicién inicial proporcionada.

1. y(0) = -} 2. y(-1)=2
En los problemas 3 a 6, y = 1/(x* + ¢) representa una familia de
soluciones de un pardmetro para la ED de primer orden y’ + 2xy”
= 0. Encuentre una solucién del PVI de primer orden que incluya
esta ecuacion diferencial y la condicion inicial dada. Proporcione
el intervalo  mas grande sobre el que se encuentra definida la so-
lucioén.

3.y =3 4. y(=2) =3

5. y(0) =1 6. yG) = —4
En los problemas 7 a 10, x = ¢ cos ¢ + ¢, sen ¢ representa una
familia de soluciones de dos pardmetros para la ED de segundo
orden ED x" + x = 0. Encuentre una solucién del PVI de segun-
do orden que incluya esta ecuacién diferencial y las condiciones
iniciales dadas.

1. x(0)=—-1, x'(0)=38

8 x(m/2) =0, x'(w/2)=1

9. x(m/6) =3, x'(w/6) =0
10. x(m/4) = V2, ¥(w/4) =2V2

En los problemas 11 a 14,y = c,e* + c,e” " representa una fami-
lia de soluciones de dos pardmetros para la ED de segundo orden
y" — y = 0. Encuentre una solucién del PVI de segundo orden
que incluya esta ecuacion diferencial y las condiciones iniciales
dadas.

1n. y0) =1, y'(0)=2

12. y(1) =0, y'(1)=e

13. y(—1) =5, y(—-1)=-5

14. y(0)=0, y'(0)=0

En los problemas 15 y 16, determine mediante inspeccién visual al
menos dos soluciones para el PVI de primer orden que se presenta.

15. y' =3y"®, y0)=0 16. xy' =2y, y0)=0

En los problemas 17 a 24, determine una regién del plano xy
para la cual la ecuacidn diferencial proporcionada cuente con
una solucidn tnica cuya gréfica cruce el punto (x,, y,) dentro de

la region.

d d
1. £ =5 18. 2 =V

dx dx

dy dy

19. x— = 20 ——y=

Tax 7 o 0T
21. (4 — YY)y =4 2. (1+y)y =2
23 (2 +y)y =) 2. (y—x)y =y +x

En los problemas 25 a 28, determine si el teorema 1.2.1 garantiza

que la ecuacién diferencial y' = Vy* — 9 posee una solucién

Unica a través del punto proporcionado.

25 (1,4) 26. (5,3)

21. (2, -3) 28. (—1,1)

29. a) Mediante inspeccion visual, encuentre una familia de
soluciones de un pardmetro para la ecuacion diferencial
xy" = y. Verifique si cada miembro de la familia es una
solucién del problema de valor inicial xy’ = y, y(0)
=0.

b) Justifique el inciso a) mediante la determinacion de una
region R dentro del plano xy para la cual la ecuacién
diferencial xy" = y tenga una solucién tnica a través del
punto (x,, ¥o) dentro de R.

¢) Verifique si la funcién segmentada

_{0, x<0
Y x, x=0

1.2 Problemas de valor inicial 15



satisface la condicion y(0) = 0. Determine si esta funcién
también es una solucién para el problema de valor inicial
del inciso a).

30. @) Verifiquesiy = tan (x + ¢) es una familia de soluciones
de un pardmetro para la ecuacién diferencial y' =
1+

b) Dado quef(x,y) = 1 + y*y df/dy = 2y son continuas en
todo momento, la regién R del teorema 1.2.1 puede con-
siderarse equivalente a todo el plano xy. Utilice la familia
de soluciones del inciso a) para encontrar una solucién
explicita al problema de valor inicial de primer orden
y' =1+ 3y y(0) = 0. Y aunque x, = O se encuentra
dentro del intervalo (—2, 2), explique por qué la solucién
no estd definida en este intervalo.

¢) Determine el intervalo de definicién / mas amplio para
la solucidn del problema de valor inicial del inciso b).

31. a) Verifiquesiy = —1/(x + ¢) es una familia de soluciones
de un parametro para la ecuacién diferencial y' = y*.

b) Dado quef(x,y) = y*y 9fldy = 2y son continuas en todo
momento, la regién R del teorema 1.2.1 puede conside-
rarse equivalente a todo el plano xy. A partir de la fami-
lia del inciso a), encuentre una solucién que satisfaga
¥(0) = 1, y otra que satisfaga y(0) = —1. Determine el
intervalo de definicién / mds amplio para la solucién del
problema de valor inicial.

32. a) A partir de la familia del inciso @) del problema 31, encuen-
tre una solucién que satisfaga y’ = y% y(0) = y,, donde
vy # 0. Explique por qué el intervalo de definicion / mas
amplio para esta solucién es (—oo, 1/y,) o (1/yg, 00).

b) Determine el intervalo de definicién / mas amplio para
la solucién del problema de valor inicial de primer orden
y =y, y0)=0.

33. @) Verifique si 3x* — y* = c representa una familia de solu-
ciones de un parametro para la ecuacién diferencial ydy/
dx = 3x.

b) A mano, trace la grifica de la solucién implicita 3x* —
y? = 3. Encuentre todas las soluciones explicitas y = ¢(x)
de la ED del inciso a) definidas mediante esta relacion.
Proporcione el intervalo de definicién / para cada solucién
explicita.

¢) El punto (=2, 3) se encuentra sobre la grifica de 3x> —
y? = 3, ;cudl de las soluciones explicitas del inciso b)
satisface y(—2) = 3?

34. @) Utilice la familia de soluciones del inciso a) del problema
33 para encontrar una solucion implicita del problema de
valor inicial ydy/dx = 3x, y(2) = —4. Luego, a mano,
trace la grafica de la solucion explicita de este problema
y proporcione su intervalo de definicién /.

b) (Existe alguna solucién explicita de ydy/dx = 3x que
cruce el origen?

En los problemas 35 a 38 se proporciona la grafica de un miembro
de la familia de soluciones de una ecuacion diferencial de segundo
orden d*y/dx* = f(x, y, y"). Haga coincidir la curva de solucién
con al menos un par de las siguientes condiciones iniciales.

a) y1)=1y1)=-=2

b)) y(—1)=0,y(-1)=—4

o y=1yN=2

d) y0)=-1,y"(0)=2

e) y0)=-1,y0)=0

f) y0)=—4,y"(0)=-2

36. y

4

4

/#‘
M\b
=

_5

FIGURA 1.2.7 Grifica del FIGURA 1.2.8 Grifica del
problema 35 problema 36

FIGURA 1.29 Grifica del FIGURA 1.2.10 Grifica del
problema 37 problema 38

=Problemas de analisis

En los problemas 39 y 40, utilice el problema 47 de los ejercicios
1.1 y los incisos (2) y (3) de esta seccién.

39.

40.

a.

42,

43.

Encuentre una funcién y = f(x) cuya grafica en todo punto
(x, y) cuente con la pendiente dada por 8¢ + 6x y tenga la
intercepcién y (0, 9).

Encuentre una funcién y = f(x) cuya segunda derivada sea y’ =
12x — 2 en cada punto (x, y) sobre su graficayy = —x + 5
sea tangente a la gréfica en el punto correspondiente a x = 1.
Considere el problema de valor inicial y' = x — 2y, y(0) = %
Determine cudl de las dos curvas que presenta la FIGURA 1.2.11
es la dnica curva de solucién viable. Explique su razona-
miento.

y
1+

/ 0,%)

=

FIGURA 1.2.11 Gréfica del problema 41

Determine un valor posible de x, para el que la grafica de la
solucién del problema de valor inicial y’ + 2y = 3x — 6, y(x)
= 0 sea tangente al eje x en (x,, 0). Explique su razona-
miento.

Suponga que la ecuacién diferencial de primer orden dy/dx
= f(x, y) posee una familia de soluciones de un pardmetro y
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que f(x, y) satisface la hipétesis del teorema 1.2.1 en cierta = Modelo matematico
region rectangular R del plano xy. Explique por qué no es
posible que dos curvas de solucién distintas se intersequen o
sean tangentes entre si en el punto (x, y,) en R.

44. Las funciones

45. Crecimiento poblacional A partir de la siguiente seccion
observaremos que las ecuaciones diferenciales pueden utili-
zarse para describir o modelar diversos sistemas fisicos. En
este problema, suponga que se presenta un modelo del creci-

¥(x) = 76x*, =00 < x < 00 miento poblacional de una pequefia comunidad por medio del
problema de valor inicial
) {0, x <0
y YX) =31 4 dpP
e, x=0 7 = OI5P() + 20, P(0) = 100,

cuentan con el mismo dominio pero, evidentemente, son dis- 4
tintas. Observe las FIGURAS 1.2.12a) y 1.2.12b), respectiva- donde P es el nimero de individuos que hay en la comunidad
mente. Demuestre que ambas funciones son soluciones del y tes el tiempo medido en afios. {Qué tan répido, es decir, a
problema de valor inicial dy/dx = xy'”, y(2) = 1 sobre el qué ritmo se incrementa la poblacién en t = 0? ;A qué velo-
intervalo (—oo, 00). Resuelva la aparente contradiccion entre cidad crece cuando es de 500 individuos?

este hecho y el dltimo enunciado del ejemplo 5.

)

(2,1) (2,1)

FIGURA 1.2.12 Dos soluciones
a) b) para el PVI del problema 44

I 1.3 Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

M Introduccion En esta seccién presentaremos la nocién de modelo matemdtico. En térmi-
nos generales, un modelo matemadtico es una descripcién matematica de algo. Dicha descrip-
cién puede ser algo tan simple como una funcién. Por ejemplo, al analizar la caida de gotas
de agua y las marcas que dejan sobre papel secante, Leonardo da Vinci dedujo que la velo-
cidad de caida de un cuerpo estd dada por v = gt. A pesar de que existen muchos tipos de
modelos matemadticos, en esta seccién nos concentraremos Unicamente en ecuaciones dife-
renciales y analizaremos algunos modelos especificos de ecuaciones diferenciales aplicadas
en dreas como biologia, fisica y quimica. Una vez que hayamos analizado algunos métodos
para resolver ecuaciones diferenciales en los capitulos 2 y 3 regresaremos, para resolverlos,
a algunos de dichos modelos.

B Modelos matematicos Con frecuencia se requiere describir el comportamiento de algtin
sistema o fenémeno real, ya sea fisico, socioldgico, o incluso econémico, en términos mate-
maticos. La descripciéon matematica de un sistema o fenémeno se denomina modelo mate-
matico, el cual se construye con ciertos objetivos en mente. Por ejemplo, es posible que
deseemos comprender los mecanismos presentes detrds de cierto ecosistema aplicindonos al
estudio del crecimiento de las poblaciones animales localizadas en dicho sistema, o fechar
un f6sil por medio del andlisis de la degeneracién de una sustancia radiactiva contenida en
él o en el estrato donde se descubrid.

La construccién de un modelo matematico de un sistema inicia con la identificacion de
las variables responsables del cambio que se produzca en el sistema. Es posible que al prin-
cipio decidamos no incorporar todas estas variables en el modelo. En este primer paso se
especifica el nivel de resolucion del modelo. A continuacién, formulamos un conjunto de
premisas razonables o hip6tesis acerca del sistema que intentamos describir. Tales supuestos
también incluirdn cualquier ley empirica aplicable al sistema.

Para ciertos propésitos es perfectamente razonable aceptar modelos de baja resolucién.
Por ejemplo, podemos estar conscientes de que para modelar el movimiento de un cuerpo en
caida libre cerca de la superficie de la Tierra, la fuerza de desaceleracion correspondiente a
la friccion del aire ocasionalmente se ignora en los cursos basicos de fisica; sin embargo, para

1.3 Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos 17



18

un cientifico cuya labor es predecir de manera precisa la trayectoria de vuelo de un proyectil
de largo alcance, la resistencia del aire y otros factores como la curvatura de la Tierra tienen
que ser tomados en cuenta.

Ya que las suposiciones acerca de un sistema con frecuencia implican una tasa de cam-
bio de una o més variables, la representacion matemadtica de todas estas suposiciones puede
implicar una o mds ecuaciones que involucren derivadas. En otras palabras, el modelo mate-
madtico puede ser una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales.

Una vez formulado un modelo matemaético equivalente a una ecuacion diferencial o a
un sistema de ecuaciones diferenciales, se enfrenta el no menos importante problema de
intentar resolverlo. Si podemos solucionarlo, entonces consideramos que el modelo serd
razonable cuando su solucidn sea consistente con datos experimentales o con hechos cono-
cidos acerca del comportamiento del sistema. Pero si las predicciones generadas por la
solucién no son adecuadas, podemos incrementar el nivel de resolucién del modelo o for-
mular premisas alternativas sobre los mecanismos causantes del cambio en el sistema. Los
pasos del proceso de modelacién se muestran en el siguiente diagrama.

Suposiciones —— Expresar suposiciones en términos — Formulacion
de ecuaciones diferenciales matematica

Si es necesario,
modificar las suposiciones

o incrementar la Resolucion de las ecuaciones diferenciales
resolucion del modelo l

I

Verificar las ~— Presentar predicciones del modelo, <—  Obtencién
predicciones por ejemplo, de forma grafica de soluciones
del modelo con
hechos conocidos

Evidentemente, al incrementar la resolucion se eleva la complejidad del modelo matematico
y aumenta la probabilidad de que no podamos obtener una solucién explicita.

Un modelo matemdtico de un sistema fisico incluye, por lo general, a la variable de
tiempo 7. Una solucién del modelo presentard entonces el estado del sistema; en otras pala-
bras, para valores apropiados de ¢, los valores de la variable (o variables) dependiente des-
criben al sistema en el pasado, el presente y el futuro.

M Dinamicas de poblacion  Uno de los primeros intentos por modelar el crecimiento pobla-
cional humano mediante las matemadticas fue realizado por el economista inglés Thomas
Malthus, en 1798. Béasicamente, la idea del modelo de Malthus representa la suposicién de
que el ritmo con que la poblacién de un pais crece en cierto tiempo es proporcional* a su
poblacidn total en ese tiempo. En otras palabras, mientras mds personas existan en el tiempo
t, mds seran en el futuro. En términos matemadticos, si P(f) indica la poblacién total en el
tiempo ¢, entonces tal suposicidon puede expresarse como

dpP dp

— x P o — =kP, (1)

dt dt
donde k es una constante de proporcionalidad. A pesar de que este sencillo modelo no toma
en cuenta muchos factores (por ejemplo, inmigracién y emigracién) que pueden influir sobre
las poblaciones humanas para su crecimiento o disminucion, resulté ser bastante preciso para
predecir la poblacién de Estados Unidos durante los afios de 1790 a 1860. Las poblaciones
que crecen a un ritmo descrito por (1) son raras, sin embargo, todavia se utiliza (1) para
modelar el crecimiento de pequeiias poblaciones durante breves intervalos de tiempo, por
ejemplo, el crecimiento de bacterias en cajas de Petri.

B Decaimiento radiactivo El nicleo de un dtomo estd compuesto por combinaciones de
protones y neutrones. Muchas de tales combinaciones son inestables, es decir, los atomos
decaen o transmutan en dtomos de otra sustancia. Se dice que dichos ntcleos inestables son

* Si dos cantidades u y v son proporcionales, esto se denota como u o< v, lo cual significa que una cantidad es un
multiplo constante de la otra: u = kv.
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radiactivos. Por ejemplo, con el tiempo el radio, que es altamente radiactivo, Ra-226, se
transmuta en el gas radiactivo radén, Rn-222. En la modelacién del fenémeno de decaimiento
radiactivo, se supone que la velocidad dA/dt con que el nicleo de una sustancia decae es
proporcional a la cantidad (en términos mds precisos, al niimero de niicleos) A(f) de la sus-

tancia remanente en el tiempo ¢:
dA dA
—xA o — =I[kA. (2)
dt dt
Por supuesto, las ecuaciones (1) y (2) son idénticas; la diferencia sélo se encuentra en la
interpretacion de los simbolos y las constantes de proporcionalidad. Para el crecimiento, como
se esperade (1), k > 0, y para el caso de (2) y el decaimiento, k < 0.

El modelo (1) para el crecimiento puede verse como la ecuacién dS/dt = rS, la cual
describe el crecimiento del capital S cuando una tasa de interés anual r se capitaliza de forma
continua. El modelo (2) de decaimiento también se presenta en un entorno biolégico, como
el de la determinacion de la vida media de un medicamento —el tiempo que toma para que
50% de éste se elimine del cuerpo por excrecion o mediante el metabolismo—. En quimica,
el modelo de decaimiento (2) se presenta como la descripcién matemadtica de una reaccién
quimica de primer orden. El argumento es el siguiente:

Una sola ecuacion diferencial puede actuar como modelo matemdtico para muchos
fenomenos distintos.

Los modelos matematicos con frecuencia vienen acompafiados de ciertas condiciones
secundarias. Por ejemplo, en (1) y (2) esperariamos conocer, respectivamente, una poblacion
inicial P,y una cantidad inicial de sustancia radiactiva A, disponible. Si tal punto inicial en
el tiempo se toma como ¢ = 0, entonces sabemos que P(0) = P,y que A(0) = A,. En otras
palabras, un modelo matemético puede consistir en un problema de valor inicial o, como
veremos posteriormente en la seccion 3.9, en un problema de valor en la frontera.

M Ley de Newton de enfriamiento y calentamiento De acuerdo con la ley empirica de
enfriamiento de Newton —o de calentamiento—, la velocidad con que la temperatura de un
cuerpo cambia es proporcional a la diferencia que hay entre la temperatura del cuerpo y la
del medio que lo rodea, 1a denominada temperatura ambiental. Si 7(¢) representa la tempera-
tura de un cuerpo en el momento #, 7,, la temperatura del medio que lo rodea y d7/dt la
velocidad a la que cambia la temperatura del cuerpo, la ley de Newton de enfriamiento y

calentamiento se traduce en el enunciado matematico

dT dTr

—«T—-T, o — =kI—T,), 3
dt dt ( ) )
donde k es una constante de proporcionalidad. En cualquier caso, calentamiento o enfriamiento,

si T,, es una constante, se sostiene que k < 0.

M Difusion de una enfermedad Una enfermedad contagiosa —por ejemplo, un virus de
gripe— se difunde en una comunidad por medio del contacto fisico entre las personas. Si x(f)
indica el miimero de personas que han tenido contacto con la enfermedad y y(¢) el nimero de
personas que no han sido expuestas a ésta, parece razonable suponer que la razén dx/dt a la
que se difunde la enfermedad es proporcional al nimero de encuentros o interacciones entre
estos dos grupos de gente. Si suponemos que el nimero de interacciones es conjuntamente
proporcional a x() y y(#), es decir, proporcional al producto xy, entonces
X

=k, (@
donde £ es la constante acostumbrada de proporcionalidad. Suponga una pequefia comunidad
que cuenta con una poblacion fija de n personas. Si una persona infectada se introduce en esta
comunidad, entonces puede sostenerse que x(f) y y(¢) se encuentran relacionados por x +y =

n + 1. Al utilizar esta dltima ecuacién para eliminar a y en (4) obtendremos el modelo
dx

—=kx(n +1 — x). (5)
dt
Una condicion inicial evidente que acompaiia a la ecuacién (5) es x(0) = 1.

M Reacciones quimicas La desintegracion de una sustancia radiactiva, controlada por la
ecuacion diferencial (2), se dice que es una reaccién de primer orden. En quimica, pocas
reacciones siguen esta misma ley empirica: si las moléculas de una sustancia A se descom-
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FIGURA 1.3.1 Tanque de mezcla
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ponen en moléculas méds pequefias, resulta natural suponer que la velocidad a la que se lleva
a cabo esta descomposicion serd proporcional a la cantidad de la primera sustancia que no ha
experimentado conversion; es decir, si X(¢) es la cantidad de sustancia A que permanece en
cualquier momento, entonces dX/dt = kX, donde k es una constante negativa dado que X estd
disminuyendo. Un ejemplo de una reaccién quimica de primer orden es la conversion de
cloruro de ¢-butilo en alcohol #-butilico:

(CH,);CCl + NaOH —> (CH;);COH + NaCl.

Unicamente la concentracion de cloruro de #-butilo controla la velocidad de reaccién. Pero
en la reaccion

CH,CI + NaOH — CH,0H + NaCl,

por cada molécula de cloruro de metilo se consume una molécula de hidréxido de sodio,
formando asi una molécula de alcohol metilico y una molécula de cloruro de sodio. En dicho
caso, la tasa a la que se lleva a cabo la reaccién es proporcional al producto de las concentra-
ciones restantes de CH;Cl y NaOH. Si X indica la cantidad de CH;OH formada y a y 8 son
las cantidades dadas de los primeros dos quimicos A y B, entonces las cantidades instantdneas
no convertidas al quimico C son &« — X'y B8 — X, respectivamente. Por lo tanto, la velocidad
de formacion de C esta dada por

dx _
dt

donde & representa una constante de proporcionalidad. Se dice que una reaccién cuyo modelo
esta dado por la ecuacion (6) es de segundo orden.

Ka — X)(B — X), (6)

B Mezclas Lamezcla de dos soluciones salinas de distintas concentraciones da lugar a una
ecuacion diferencial de primer orden para la cantidad de sal contenida en la mezcla. Supongamos
que un tanque grande de mezcla inicialmente contiene 300 galones de salmuera (es decir,
agua en la que se ha disuelto cierta cantidad de libras de sal). Otra solucién de salmuera se
inyecta en el tanque grande a una velocidad de 3 galones por minuto; en este flujo de entrada,
la concentracion de sal es de 2 libras por galén. Cuando la solucién se mezcla bien en el
tanque, se extrae al mismo ritmo que la solucién de entrada. Observe la FIGURA 1.3.1. Si A(?)
indica la cantidad de sal (medida en libras) que hay en el tanque en el momento ¢, entonces
la velocidad a que A(f) cambia serd una tasa neta de:

dA _ (Velocidadde\  (Velocidad de) _ R R (7)
4t~ \entrada de sal salidade sal | = Temrada salida

La velocidad de entrada R, ..., @ la que ingresa la sal al tanque es el producto de la concen-
tracién de sal del flujo de entrada y la velocidad del fluido de entrada. Observe que R,,;u4a
se mide en libras por minuto

Concentraciéon  Velocidad
de sal del flujo de Velocidad de
de entrada de salmuera entrada de sal

R, asa = (2 1b/gal) - (3 gal/min) = (6 1b/min).

Ahora, como la solucidn estd siendo bombeada hacia fuera del tanque a la misma velocidad
a la que ingresa, la cantidad de galones de salmuera que hay dentro del tanque en el tiempo
t es una constante de 300 galones. Por lo tanto, la concentracion de sal dentro del tanque, asi
como en el flujo de salida, es c(f) = A(#)/300 1b/gal, y la velocidad de salida R, de sal es

Concentraciéon  Velocidad

de sal del flujo de Velocidad de
de entrada de salmuera entrada de sal
A(1) A
Ryjiiza = (300 lb/gal> - (3 gal/min) = 100 1b/min.
Entonces, la velocidad neta (7) se convierte en
dA A dA 1
@ %0 ° a Tt (8
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Si 7,440 ¥ Tsaiiaa Indican las velocidades de entrada y salida de las soluciones de salmuera, *
entonces existen tres posibilidades 7,400 = Tsatida> Ventrada = Vsatida Y Fentrada < Vsatida- EN €l
andlisis que llevé a (8) suponemos que 7,,,.4 = Fsaide- EN 10s Ultimos dos casos, dentro del
tanque, la cantidad de galones de salmuera estd aumentando (7,400 = Fsaiida) © disminuyendo
(Fontrada < Tsaiida) @ 1a velocidad neta r,,,.0. — Tsaide- VEanse los problemas 10 a 12 de los
ejercicios 1.3.

M Drenado de un tanque En hidrodinamica, la ley de Torricelli establece que la velocidad
v de flujo de salida de agua a través de un orificio plano ubicado en la parte inferior de un tanque
lleno hasta una altura £ serd igual a la velocidad que un cuerpo (en este caso una gota de agua)
adquirirfa en caida libre desde una altura &; es decir, v = \/2gh, donde g es la aceleracién debida
a la gravedad. Esta tltima expresion proviene de la ecuacién de energia cinética %mv2 con la
energia potencial mgh y resolviendo para v. Suponga que un tanque lleno de agua puede drenar
mediante un orificio bajo la influencia de la gravedad. Deseamos encontrar la altura / del agua
restante en el tanque en el tiempo ¢. Considere el tanque mostrado en la FIGURA 1.3.2. Si el drea

del orificio es A, (en pies®) y la velocidad del agua que sale del tanque es v = \/2gh (en pies/s),

entonces el volumen del agua que abandona el tanque por segundo es A, \/2¢gh (en pies’/s). De
este modo, si V() indica el volumen del agua que hay en el tanque en el tiempo ¢,
av S
E = _Ah 2gh, (9)
donde el signo negativo indica que V disminuye. Observe que aqui ignoramos la posibilidad
de friccion en el orificio, la cual puede ocasionar una reduccion en la velocidad del flujo en
dicho lugar. Ahora, si el tanque es tal que el volumen de agua en el tiempo ¢ puede expresarse
como V(f) = A, h, donde A,, (en pies’) representa el drea constante de la superficie superior
del agua (véase figura 1.3.2), entonces dV/dt = A, dh/dt. Al sustituir esta dltima expresion en
(9) obtenemos la ecuacion diferencial deseada para la altura del agua en el tiempo #:
dh A,
— = ——V2gh. 10
dt A, o 1o
Resulta interesante observar que la ecuacion (10) sigue siendo vélida incluso cuando A,, no
es constante. En este caso, debemos expresar el area de la superficie superior del agua como
una funcién A, es decir, A,, = A(h). Véase el problema 14 en los ejercicios 1.3.

M Circuitos enserie  Considere el circuito en serie simple, o de lazo sencillo, que contiene
al inductor, resistor y capacitor mostrados en la FIGURA 1.3.3a). La corriente que circula en un
circuito después que el interruptor se cierra se representa mediante i(f); la carga sobre un
capacitor en el tiempo ¢ estd sefialada como g(#). Las letras L, C y R representan inductancia,
capacitancia y resistencia, respectivamente, y por lo general son constantes. Ahora, de acuerdo
con la segunda ley de Kirchhoff, el voltaje E(f) que se genera en un lazo cerrado debe ser
igual a la suma de las caidas de voltaje en el lazo. La figura 1.3.3b) también muestra los
simbolos y las férmulas apropiadas para sefialar las caidas respectivas de voltaje a través de
un inductor, un capacitor y un resistor. Como la corriente i(f) esta relacionada con la carga
q(1), presente en el capacitor, mediante i = dg/dt, al sumar las tres caidas de voltaje

Inductor Resistor Capacitor
di d* d 1
e T Y == N
dt dt dt C
e igualar la suma al voltaje impreso, se obtiene una ecuacién diferencial de segundo orden
d*q dq 1
L— +R— +—q=E®). (1)

dt* ar ¢ ®

Examinaremos con mayor detalle una ecuacién diferencial andloga a la (11) en la sec-
cién 3.8.

M Caida libre Al construir el modelo matemadtico del movimiento de un cuerpo que se des-
plaza en un campo de fuerza, muchas veces se empieza con la segunda ley de Newton del

* No confundir estos simbolos con R4, ¥ Raiidar 10s cuales representan las velocidades de entrada y salida de
sal.
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Inductor

inductancia L: henrys (h)
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caida de voltaje a través: L a@

Resistor
resistencia R: ohms (Q)
caida de voltaje a través: iR
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FIGURA 1.3.2 Agua drenando de un
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carga ¢(f) se miden en amperes (A)
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movimiento. Recuerde de sus conocimientos de fisica basica que la primera ley de Newton
para el movimiento afirma que un cuerpo puede permanecer en reposo o continuar moviéndose
a velocidad constante a menos que actie sobre €l una fuerza externa. En cada caso, esto equi-
vale a decir que cuando la suma de las fuerzas F = 2F; es decir, el resultado neto o la fuerza
resultante que actda sobre el cuerpo es cero, entonces la aceleracién a del cuerpo es cero. La
segunda ley de Newton para el movimiento indica: cuando la fuerza neta que actia sobre un
cuerpo no es igual a cero, entonces esta fuerza neta es proporcional a su aceleracion a, o0 mas
exactamente, F = ma, donde m representa la masa del cuerpo.

Ahora suponga que una roca es arrojada hacia arriba desde el techo de un edificio, como
ilustra la FIGURA 1.3.4. ; Cual es la posicion s(f) de la roca en relacion con el suelo en el tiempo
t? La aceleracién de la roca es la segunda derivada d’s/df*. Si suponemos que la direccién
ascendente es positiva y que ninguna fuerza actda sobre la roca salvo la fuerza de gravedad,
entonces la segunda ley de Newton da

d’s d*s
—_ = —g, 12
" "8 © dr* . (12
En otras palabras, la fuerza neta es simplemente el peso F = F; = —W de la roca cerca de la

superficie de la Tierra. Recuerde que la magnitud del peso es W = mg, donde m es la masa
del cuerpo y g la aceleracién debida a la gravedad. En (12), el signo negativo se debe a que
el peso de la roca es una fuerza dirigida hacia abajo, lo cual es contrario a la direccién posi-
tiva. Si la altura del edificio es s, y la velocidad inicial de la roca es v,, entonces s se determina
a partir del problema de valozr inicial de segundo orden

d-s

o 5(0) = 50, 8'(0) = .
Aunque no hemos resaltado las soluciones de las ecuaciones construidas, observamos que
(13) puede resolverse integrando la constante —g dos veces con respecto a ¢. Las condiciones
iniciales determinan las dos constantes de integracién. Usted podra reconocer la solucién de
(13) utilizando conocimientos de fisica basica como la férmula s(f) = —%gt2 + vt + 5o

-8 (13)

I Caida de cuerpos y resistencia del aire  Antes del famoso experimento de Galileo reali-
zado en la Torre inclinada de Pisa, la mayoria de las personas creia que en caida libre los
objetos més pesados, como una bala de cafidn, caian con una aceleracién mayor que los obje-
tos mds ligeros, como una pluma. Desde luego, cuando se lanzaban simultdneamente una bala
de cafién y una pluma desde la misma altura, s7 caian a diferentes velocidades, pero no debido
a que la bala de cafién fuera mas pesada. La diferencia en las velocidades se debe a la resis-
tencia del aire. La fuerza resistiva del aire se ignora en el modelo dado en (13). Bajo las
mismas circunstancias, un cuerpo de masa m cayendo, como una pluma con baja densidad y
forma irregular, encuentra una resistencia del aire que es proporcional a su velocidad instan-
tanea v. Si tomamos, en esta circunstancia, la direccién positiva como orientada hacia abajo,
entonces la fuerza neta que actia sobre la masa estard dada por F = F| + F, = mg — kv,
donde el peso F; = mg del cuerpo es una fuerza que actia en direccion positiva y la resisten-
cia del aire F, = — kv es una fuerza, llamada amortiguacion viscosa, que actda en direccién
opuesta o ascendente. Véase la FIGURA 1.3.5. Ahora, como v estd relacionada con la aceleracion
a mediante a = dv/dt, 1a segunda ley de Newton se convierte en F' = ma = m dv/dt. Al igua-
lar la fuerza neta de esta forma con la segunda ley de Newton se obtiene una ecuacién dife-
rencial de primer orden para la velocidad v(¢) de un cuerpo en el tiempo ¢,

(14)

‘1
m— =mg — kv.
dt ‘

En esta expresion k es una constante positiva de proporcionalidad llamada coeficiente de
arrastre. Si s(f) es la distancia que el cuerpo recorre al caer en el tiempo ¢ desde su punto
inicial de liberacidn, entonces v = ds/dty a = dvi/dt = d’s/d*. En términos de s, (14) es una
ecuacién diferencial de segundo orden
d’s . ds d*s . ds

m el mg ar o m P + 7 mg.
M Cadena que se desliza Suponga que una cadena uniforme de longitud en pies L estd
suspendida sobre una polea metalica clavada a la pared por encima del nivel del suelo. Asuma
que la polea carece de friccion y que la cadena pesa p Ib/ft. La FIGURA 1.3.6a) ilustra la posicién
en que la cadena cuelga en equilibrio; si se moviera un poco hacia la izquierda o la derecha,

(15)
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la cadena se desprenderia de la polea. Suponga que la direccion positiva se considera des-
cendente, y que x(f) denota la distancia que el extremo derecho de la cadena recorreria cayendo
en el tiempo . La posicién de equilibrio corresponde a x = 0. En la figura 1.3.6)) la cadena
se desplaza una cantidad de x,, pies y se sostiene en la polea hasta soltarse en un tiempo inicial
que se designa como ¢t = (. Para la cadena en movimiento, como ilustra la figura 1.3.6¢),
tenemos las siguientes cantidades:

peso de la cadena: W = (L ft) (p Ib/ft) = Lp,
masa de la cadena: m = Wlg = Lp/32

L L
fuerzaneta: F=\—+x|p— |- —x|p =2xp.

2 2
Dado que a = d*x/df*, ma = F se vuelve
Lp d*x dx 64 (16)
——=2px o — — —x=0.
3247 P L

M Cables suspendidos Suponga que un cable flexible, un alambre o una cuerda pesada,
estd suspendido entre dos postes verticales. Ejemplos fisicos de esto podrian ser un largo
cable telefénico sujeto entre dos postes, FIGURA 1.3.7a) o dos cables que soportan el camino
de un puente colgante, figura 1.3.7b). Nuestro objetivo es construir un modelo matemético
para describir la forma que supone un cable de este tipo.

Para comenzar, examinemos sdlo una porcion o elemento del cable entre su punto mas
bajo P, y cualquier punto arbitrario P,. Como indica la parte a color de la FIGURA 1.3.8, este
elemento del cable es la curva en un sistema coordinado rectangular con un eje y elegido para
pasar entre el punto mds bajo P, de la curva y el eje x elegido a unidades por debajo de P,.
Sobre el cable estdn actuando tres fuerzas: las tensiones T, y T, presentes en el cable y que
son tangentes a éste en P, y P,, respectivamente, y la porcion W de la carga vertical total
entre los puntos P, y P,. Digamos que T; = |T,|, T, = |T,| y W = |W| denotan las magnitudes
de estos vectores. Ahora la tensién T, se distribuye entre componentes verticales y horizon-
tales (cantidades escalares) T, cos 6 y T, sen 6. Debido al equilibrio estdtico, escribimos

T, =T,cos 'y W=T,senb.

Al dividir la dltima ecuacidn entre la primera eliminamos 7, y obtenemos tan § = W/T. Pero
como dy/dx = tan 0, llegamos a

dy W

dc T, 1)
Esta simple ecuacién diferencial de primer orden sirve como un modelo para la forma de un
cable flexible tal como el cable telefénico que cuelga bajo su propio peso, al igual que para
la forma de los cables que detienen el camino de un puente suspendido. Regresaremos a la

ecuacion (17) en los ejercicios 2.2 y en la seccion 3.11.

Comentarios

Cada ejemplo de la presente seccién ha descrito un sistema dindmico: uno que cambia o evo-
luciona con el paso del tiempo ¢. Como el estudio de los sistemas dindmicos es una rama de
las matematicas que actualmente esta en moda, relacionaremos de manera ocasional la termi-
nologia de tal drea con el andlisis en cuestion.

En términos mds precisos, un sistema dinamico consiste en un conjunto de variables
dependientes del tiempo, llamadas variables de estado, junto con una regla que nos permite
determinar (sin ambigiiedades) el estado del sistema (que puede ser un estado pasado, presente o
futuro) en funcién de un estado prescrito en algin tiempo #,. Los sistemas dindmicos se clasi-
fican como sistemas de tiempo discreto o sistemas de tiempo continuo. En el presente curso
nos ocuparemos solo de los sistemas dindmicos de tiempo continuo —sistemas en los cuales
todas las variables estdn definidas en un rango continuo de tiempo—. La regla o el modelo
matematico de un sistema dindmico de tiempo continuo es una ecuacion diferencial o un sistema
de ecuaciones diferenciales. El estado del sistema en un tiempo ¢ es el valor de las variables
de estado en ese tiempo; el estado especifico del sistema en un tiempo f, lo constituyen sim-
plemente las condiciones iniciales que acompafian al modelo matemdtico. La solucién al
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problema de valor inicial se conoce como respuesta del sistema. Por ejemplo, en el caso
anterior del decaimiento radiactivo, la regla es dA/dt = kA. Ahora, si se conoce la cantidad de
sustancia radiactiva en alguin tiempo f,, digamos A(f)) = A,, entonces, al resolver la regla, se
sabra que la respuesta del sistema para ¢ = #, es A(f) = Ay’ © (véase la seccién 2.7). La
respuesta A(7) es la variable tnica de estado para este sistema. En el caso de la roca lanzada
desde el techo de un edificio, la respuesta del sistema, la solucién de la ecuacidén diferencial
d*s/df* = —g sujeta al estado inicial s(0) = s, s'(0) = v,, es la funcién s() = —1g#* + vyt + so
0 =t =T, donde el simbolo T representa el momento en que la roca toca el suelo. Las variables
de estado son s(7) y s'(¢), las cuales representan, respectivamente, la posicion vertical de la roca
por encima del suelo y su velocidad en el tiempo . La aceleracion s”(¢) no es una variable de
estado puesto que sélo necesitamos saber la posicion y la velocidad iniciales en el tiempo £,
para determinar Gnicamente la posicién de la piedra s(¢) y la velocidad s'(f) = v(¢) para cualquier
tiempo en el intervalo [#,, T]. La aceleracion s"(t) = a(z), desde luego, estd dada por la ecuacién
diferencial s"(r) = —g, 0 <t < T.

Un ultimo comentario: no todo sistema estudiado en este texto es un sistema dindmico.
También examinaremos algunos sistemas estaticos en los cuales el modelo sea una ecuacién

diferencial.

Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1.

=Dinamica poblacional

1. Bajo los mismos supuestos en que se basa el modelo presen-
tado en (1), determine una ecuacién diferencial que establezca
la poblacién P(f) de un pais que permite la inmigracion a una
tasa constante r > 0. ;Cudl serd la ecuacion diferencial apro-
piada para determinar la poblacién P(t) del pais cuando se
permite a los individuos emigrar a una tasa constante r > 0?

2. El modelo poblacional presentado en (1) no toma en cuenta
la mortalidad; la tasa de crecimiento es igual a la tasa de
natalidad. En otro modelo referente a una poblacion cambiante
en una comunidad, se supone que la tasa a la cual cambia la
poblacién es una tasa neta —es decir, la diferencia entre la
tasa de nacimientos y la tasa de muertes en la comunidad—.
Determine un modelo poblacional P(?) si tanto la tasa de nata-
lidad como la de mortalidad son proporcionales a la poblacion
presente en el tiempo 7.

3. Mediante el concepto de tasa neta presentado en el problema
2, determine una ecuacién diferencial que represente una
poblacién P() si la tasa de natalidad es proporcional a la
poblacion presente en el tiempo ¢ pero la tasa de mortalidad
es proporcional al cuadrado de la poblacién presente en el
tiempo .

4. Modifique el modelo del problema 3 para la tasa neta a la cual
cambia la poblacién P(f) de cierta clase de pez, pero también
suponga que el pez se cosecha a una tasa constante de & > 0.

=Ley de Newton de enfriamiento y calentamiento

5. Una taza de café se enfria segin la ley de Newton para el
enfriamiento (3). Use los datos de la gréfica de temperaturas
T(¢) ilustrada en la FIGURA 1.3.9 para estimar las constantes
T,., Ty y k en un modelo del tipo de un problema de valor
inicial de primer orden

dar

—=KT - T,), T(0) = T,.
dt ( m) () 0

200

150

100

50

1 1 1 1
0 50 100 ¢
min

FIGURA 1.3.9 Curva de enfriamiento del problema 5

6. Latemperatura ambiente 7, en (3) podria ser una funcién del
tiempo ¢. Suponga que en un entorno controlado de manera
artificial, T,,(7) es peridica en un lapso de 24 horas, tal como
ilustra la FIGURA 1.3.10. Disefie un modelo matematico para
la temperatura 7(f) de un cuerpo ubicado dentro de este
entorno.

T,.(0)
120
100

80
60
40
20

0 12 24 36 48 t
Medianoche Medianoche ~ Medianoche
Mediodia Mediodia

FIGURA 1.3.10 Temperatura ambiente del problema 6
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=Propagacion de una enfermedad y tecnologia

1. Suponga que un estudiante portador del virus de la gripe
regresd a su campus universitario aislado con poblacion de
1000 estudiantes. Determine una ecuacidn diferencial para
establecer el nimero de estudiantes x(¢) que han contraido la
gripe si la tasa a la cual se propaga la enfermedad es propor-
cional al nimero de interacciones dadas entre la cantidad de
estudiantes con gripe y los estudiantes que ain no han sido
expuestos al virus.

8. Enel tiempo ¢ = 0, una innovacién tecnoldgica se introduce
en una comunidad con poblacion fija de n personas. Determine
una ecuacion diferencial que establezca el nimero de perso-
nas x(#) que ha adoptado la innovacién en el tiempo ¢ si se
supone que la tasa a la cual se difunde la innovacién entre la
comunidad es proporcional, de forma conjunta, a la cantidad
de gente que la ha adoptado y al resto que no la ha adop-
tado.

=Mezclas

9. Suponga que un gran tanque mezclador contiene inicialmente
300 galones de agua en la cual se han disuelto 50 libras de
sal. En el tanque se bombea agua pura a una velocidad de 3
galones por minuto, y cuando la disolucién estd bien mez-
clada, se bombea hacia fuera a 1a misma velocidad. Determine
una ecuacion diferencial para la cantidad A(¢) de sal presente
en el tanque en el tiempo 7. ;Qué es A(0)?

10. Suponga que un gran tanque mezclador contiene inicialmente
300 galones de agua en la cual se han disuelto 50 libras de
sal. Se bombea otra disolucién salada en el tanque a una velo-
cidad de 3 galones por minuto, y cuando la disolucién esta
bien mezclada, se bombea hacia fuera a una velocidad menor
de 2 galones por minuto. Si la contraccién de la disolucién
entrante es de 2 Ib/gal, determine una ecuacién diferencial
para la cantidad A(¥) de sal presente en el tanque en el tiempo .

11. En el problema 10, ;cudl serd la ecuacion diferencial si la
disolucién bien mezclada se bombea hacia fuera a una velo-
cidad mayor de 3.5 galones por minuto?

12. Generalice el modelo presentado en la expresion (8) supo-
niendo que el gran tanque contiene inicialmente un nimero
N, de galones de salmuera; 7,,,,44. ¥ Vsaiida SON 1as velocidades
de entrada y salida de la salmuera, respectivamente (medidas
en galones por minuto); C,,;.4. €S 1a concentracion de sal en
el flujo de entrada; c(#) es la concentracion de sal en el tanque
asi como en el flujo de salida en el tiempo ¢ (medida en libras
de sal por galén), y A(¢) es la cantidad de sal presente en el
tanque en el tiempo 7.

=Drenado de un tanque

13. Suponga que estd goteando agua de un tanque a través de un
orificio circular con drea A,, localizado en el fondo. Cuando
el agua gotea a través del orificio, la friccién y la concentra-
cion de la corriente cerca de €l reducen el volumen del agua
que se escapa del tanque por segundo a cA,\/ 2gh, donde
¢(0 < ¢ <'1) es una constante empirica. Determine una ecua-
cién diferencial para la altura & del agua en el tiempo ¢ para
el tanque ctbico de la FIGURA 1.3.11. El radio del orificio es
de 2 pulgadas, g = 32 ft/s2.

FIGURA 1.3.11 Tanque cibico del problema 13

14. El tanque conico circular recto que se muestra en la FIGURA
1.3.12 pierde agua por un orificio circular localizado en el
fondo. Determine una ecuacién diferencial para la altura del
agua h en el tiempo ¢. El radio del orificio es de 2 pulgadas,
g = 32 ft/s%, y el factor de friccién/contraccién que se presentd
en el problema 13 es ¢ = 0.6.

8 ft
C ——
M
A > T
20 ft
h
N -

4 orificio circular
b

FIGURA 1.3.12 Tanque cénico del problema 14

=Circuitos en serie

15. Un circuito en serie contiene un resistor y un inductor, tal
como se muestra en la FIGURA 1.3.13. Determine una ecuacion
diferencial para la corriente i(¢) si la resistencia es R, la induc-
tancia es L y el voltaje suministrado es E(?).

R
FIGURA 1.3.13 Circuito LR en serie para el problema 15
16. Un circuito en serie contiene un resistor y un capacitor, tal
como se muestra en la FIGURA 1.3.14. Determine una ecuacion
diferencial para la carga g(f) presente en el capacitor si la

resistencia es R, la capacitancia es C, y el voltaje suministrado
es E(1).

c

FIGURA 1.3.14 Circuito RC en serie para el problema 16
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= Caida libre y resistencia del aire

17. Para un movimiento de alta velocidad a través del aire, como
el del paracaidista que se muestra en la FIGURA 1.3.15 cayendo
antes de que su paracaidas se abra, la resistencia del aire es
mds cercana a la velocidad instantdnea v(f) exponencial.
Determine una ecuacién diferencial para la velocidad v(7) de
un cuerpo que cae con una masa m si la resistencia del aire
es proporcional al cuadrado de la velocidad instantdnea.

FIGURA 1.3.15 La resistencia del aire es proporcional al
cuadrado de la velocidad en el problema 17

=Segunda ley de Newton y el principio
de Arquimedes

18. Un barril cilindrico de s pies de diametro con peso de w 1b
estd flotando en el agua, como lo muestra la FIGURA 1.3.16a).
Después de un hundimiento inicial, el barril exhibe un movi-
miento oscilante hacia arriba y hacia abajo a lo largo de una
linea vertical. Mediante la figura 1.3.16b), determine una
ecuacidn diferencial para el desplazamiento vertical y(f) si se
considera que el origen esta sobre el eje vertical en la super-
ficie del agua cuando el barril estd en reposo. Use el principio
de Arquimedes: la flotabilidad, o la fuerza ascendente del
agua sobre el barril, es igual al peso del agua desplazada.
Suponga que la direccién descendente es positiva, que la
densidad del agua es de 62.4 Ib/ft*, y que no hay resistencia
entre el barril y el agua.

s/2

i s/2
>
!ﬂ superficie 0 }y(t)
ol

-

]

a) b)

FIGURA 1.3.16 Movimiento oscilante hacia arriba y hacia abajo
de un barril flotante para el problema 18

=Segunda ley de Newton y ley de Hooke

19. Luego de que una masa m se ata a un resorte, éste se estira s
unidades y después cuelga en reposo en la posicion de equi-
librio que muestra la FIGURA 1.3.17h). Después de que el sis-
tema resorte/masa se ha puesto en movimiento, hagamos que
x(t) denote la distancia dirigida de la masa mds alld de la
posicion de equilibrio. Tal como indica la figura 1.3.17¢),
suponga que la direccion descendente es positiva y que el

movimiento se presenta en linea recta vertical a través del
centro de gravedad de la masa, y que las tinicas fuerzas actuan-
tes sobre el sistema son el peso de la masa y la fuerza de
recuperacion del resorte estirado. Aplique la ley de Hooke:
la fuerza de recuperacion de un resorte es proporcional a su
elongacién total. Determine una ecuacion diferencial para el
desplazamiento x(f) en el tiempo ¢.

resorte
sin estirar

posicién
de equilibrio ————

a) b) c)
FIGURA 1.3.17 Sistema resorte/masa del problema 19

20. En el problema 19, ;cudl serd una ecuacion diferencial para
el desplazamiento x(#) si el movimiento se presenta en un
medio que imparte una fuerza viscosa, sobre el sistema resorte/
masa, que es proporcional a la velocidad instantdnea de la
masa y actda en direccion opuesta a la del movimiento?

=Segunda ley de Newton y masa variable

Cuando la masa m de un cuerpo que se mueve a través de un campo
de fuerza es variable, la segunda ley de Newton establece: si la
fuerza neta que actda sobre un cuerpo es diferente de cero, entonces
la fuerza neta F es igual a 1a tasa de cambio del momentum (cantidad
del movimiento) del cuerpo con respecto al tiempo. Es decir,

d
F=—(mv),* 18
7 (mv) (18)
donde mv es el momentum (cantidad del movimiento). Aplique esta
formulacién de la segunda ley de Newton en los problemas
21y22.

21. Una cadena de 10 pies de largo esta enrollada holgadamente
sobre el piso. Como lo muestra la FIGURA 1.3.18, un extremo
de la cadena se jala verticalmente hacia arriba con una fuerza
constante de 5 libras. La cadena pesa 1 1b/ft. Determine una
ecuacidn diferencial para el peso x(¢) del extremo localizado
por encima del nivel del piso en el tiempo . Suponga que la
direccion positiva es ascendente.

TSlb

fuerza
hacia arriba

FIGURA 1.3.18 Cadena jalada hacia arriba, problema 21

* Observe que cuando m es constante, es lo mismo que F = ma.
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22,

23.

24,

Una cadena uniforme de longitud L, medida en pies, se sostiene
verticalmente de manera que el extremo inferior apenas toca
el piso como ilustra la FIGURA 1.3.19. La cadena pesa 2 1b/ft. El
extremo superior sostenido y en reposo se sueltaent = 0y la
cadena cae directo hacia abajo. Ignore la resistencia del aire,
suponga que la direccion positiva es descendente, y permita
que x(¢) denote la longitud de la cadena sobre el piso en el
tiempo 7. Use el hecho de que la fuerza neta F, representada en
(18) y que actia sobre la cadena en el tiempo ¢ = 0, es la cons-
tante 2L y muestre que una ecuacion diferencial para x(¢) es

(L ) d*x (dx)z I
—x)——|—) =Lg.
dr? dt &

FIGURA 1.3.19 Cadena sostenida verticalmente, problema 22

Segunda ley de Newton y la ley
de la gravitacion universal

Por virtud de la ley de Newton de la gravitacion universal,
la aceleracion a de la caida libre de un cuerpo, como el del
satélite mostrado en la FIGURA 1.3.20, cayendo desde una gran
distancia hacia la superficie terrestre no es la constante g. En
vez de ello, la aceleracion a es inversamente proporcional a
la distancia elevada al cuadrado a partir del centro de la Tierra,
a = k/r*, donde k es la constante de proporcionalidad. Para
determinar k, use el hecho de que en la superficie terrestre
r = Ry a = g. Siladireccién positiva es ascendente, aplique
la segunda ley de Newton y su ley de la gravitacién universal
para encontrar una ecuacion diferencial para la distancia r.

5%5-—

satélite de
masa m

(ﬁcl‘e
s

R

||

Tierra de masa M

FIGURA 1.3.20 El satélite del problema 23

Suponga que se taladra un orificio hasta el centro de la Tierra
y que una bola de boliche de masa m se deja caer dentro, como

1.3 Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos

lo muestra la FIGURA 1.3.21. Construya un modelo matemaético
que describa el movimiento de la bola. En el tiempo ¢ esta-
blezcamos: r indica la distancia desde el centro de la Tierra
hasta la masa m, M denota la masa de la Tierra, M, representa
la masa de la porcidn de la Tierra dentro de una esfera con
radio r, y 6 denota la densidad constante de la Tierra.

superficie

FIGURA 1.3.21 Abertura a través de la Tierra
para el problema 24

=Modelos matematicos variados

25.

26.

21.

28.

29,

Teoria del aprendizaje En la teoria del aprendizaje, se
supone que la velocidad con que se memoriza un tema es
proporcional a la cantidad de material a memorizar. Suponga
que M denota la cantidad total de un tema a memorizar y que
A(?) es la cantidad memorizada en el tiempo ¢. Determine la
ecuacion diferencial para la cantidad A(?).

Olvido En el problema 25, suponga que la velocidad a la
que el material se olvida es proporcional a la cantidad memo-
rizada en el tiempo ¢. Determine una ecuacién diferencial para
A(?) cuando se tome en cuenta el olvido.

Inyeccion de un medicamento Cierto medicamento se
inyecta al torrente sanguineo de un paciente a velocidad cons-
tante de » gramos por segundo. Al mismo tiempo, el medica-
mento se elimina a una velocidad que es proporcional a la
cantidad x(#) presente en el tiempo ¢. Determine una ecuacion
diferencial que establezca la cantidad x(¢).

Tractriz Una persona P, a partir del origen, se mueve en
direccion del eje x positivo jalando un peso a lo largo de la
curva C, llamada tractriz, como se muestra en la FIGURA
1.3.22. El peso, inicialmente ubicado en el eje y en (0, ), se
jala mediante una cuerda de longitud constante s que se man-
tiene tensa durante el movimiento. Determine una ecuacién
diferencial para la ruta que sigue el movimiento. Suponga que
la cuerda siempre es tangente a C.

y

(0, s5) ¢

FIGURA 1.3.22 Curva tractriz del problema 28

Superficie reflejante  Suponga que cuando la curva plana
C mostrada en la FIGURA 1.3.23 gira en torno al eje x genera
una superficie de revolucién con la propiedad de que todos
los rayos luminosos L paralelos al eje x que golpean la super-

27



ficie se reflejan en un solo punto O (el origen). Use el hecho
de que el dngulo de incidencia es igual al dngulo de reflexion
para determinar una ecuacion diferencial que describa la
forma de la curva C. Tal curva C es importante en aplicacio-
nes que comprenden desde la construccién de telescopios
hasta antenas satelitales, faros de automdvil y recolectores
solares [Sugerencia: La observacién de la figura muestra que
podemos escribir ¢ = 26. ;Por qué? Ahora use una identidad
trigonométrica adecuada.]

tangente

/ /
0 L
P(x, y)

6

)

C

\‘P

o

FIGURA 1.3.23 Superficie reflejante del problema 29

=Problemas de analisis

30.

31.

32,

33.

34.

28

Lea de nuevo el problema 37 en los ejercicios 1.1 y después
ofrezca una solucidn explicita P(¢) para la ecuacion (1).
Encuentre una familia de soluciones de un solo pardmetro
de (1).

Lea nuevamente la oracién que sigue a la ecuacién (3) y
suponga que T, es una constante positiva. Analice por qué
esperariamos k < 0 en (3) en los casos de enfriamiento y
calentamiento. Quiza comience por interpretar, digamos, 7(¢)
> T,, de una forma gréfica.

Lea otra vez el andlisis que condujo a la ecuacién (8). Si
suponemos que al inicio el tanque contenia, digamos, 50 libras
de sal, seria 16gico pensar, puesto que la sal se estd agregando
al tanque de forma continua para ¢t > 0, que A(#) debe ser una
funcién creciente. Con base en la ED, pero sin resolverla,
analice como podria determinar el nimero de libras de sal
que hay dentro del tanque después de un periodo largo.

Modelo poblacional La ecuacién diferencial dP/dt =
(k cos £)P, donde k es una constante positiva, es un modelo
de la poblacién humana P(f) de una comunidad determinada.
Plantee una interpretacién para resolver esta ecuacion, es
decir, ;qué clase de poblacién piensa usted que describe la
ecuacion diferencial?

Fluido giratorio Como se muestra en la FIGURA 1.3.24a), un
cilindro llenado parcialmente con fluido gira a una velocidad
angular constante w alrededor de un eje y vertical a través de
su centro. El fluido giratorio es una superficie de revolucién
S. Para identificar S, primero establecemos un sistema de
coordenadas consistente en un plano vertical determinado por
el eje y y un eje x trazado perpendicular al eje y de manera
que la interseccion de los ejes (el origen) esté situada en el
punto mds bajo de la superficie S. Después buscamos una
funcién y = f(x), la cual representa la curva C de la intersec-
cién entre la superficie S y el plano coordinado vertical.
Digamos que el punto P(x, y) denota la posicién de una par-
ticula del fluido giratorio de masa m en el plano coordinado.
Véase la figura 1.3.24b).

a) En P, hay una fuerza de reaccién de magnitud F debido
a las demds particulas del fluido, esta fuerza es normal a
la superficie S. En virtud de la segunda ley de Newton, la
magnitud de la fuerza neta que actia sobre la particula es
mw*x. {Cudl es esta fuerza? Use la figura 1.3.24b) para
analizar la naturaleza y el origen de las ecuaciones

Fcos®=mg, Fsenf=mw.

b) Use el inciso a) para encontrar una ecuacion diferencial
de primer orden que defina la funcién y = f(x).

y
curva C de la interseccion
del plano xy y la superficie
de revolucién

!

linea tangente a la
curva Cen P

a) b)

FIGURA 1.3.24 Fluido giratorio del problema 34

35.

36.

37.

Caida de un cuerpo En el problema 23, suponga que r = R
+ s, donde s es la distancia de la superficie terrestre con
respecto al cuerpo en caida. ;Cémo se transforma la ecuacién
diferencial obtenida en el problema 23 cuando s es muy
pequefia en comparacién con R?

Gotas de lluvia que caen  En meteorologia, el término virga
se refiere a la caida de gotas de lluvia o particulas de hielo
que se evaporan antes de llegar al suelo. Suponga que una
gota de lluvia tipica tiene forma esférica. Comenzando en
algin tiempo, designado como ¢ = 0, una gota de radio r, cae
de una nube desde el reposo y se empieza a evaporar.

a) Si se supone que una gota se evapora de tal manera que
su forma sigue siendo esférica, entonces es 16gico supo-
ner que la velocidad a la que ocurre la evaporacion, es
decir, la velocidad con que la gota pierde masa, es pro-
porcional a su drea superficial. Demuestre que este dltimo
supuesto implica que la velocidad de disminucidn del
radio r de la gota es una constante. Encuentre r(¢).
[Sugerencia: Vea el problema 47 en los ejercicios 1.1.]

b) Si la direccion positiva es descendente, construya un
modelo matemadtico para la velocidad v de una gota de
lluvia que cae en el tiempo ¢. Ignore la resistencia del
aire. [Sugerencia: Véase la introduccién a los problemas
21y22]

Que nieve EI “problema del quitanieves” es un cldsico y
aparece en muchos textos sobre ecuaciones diferenciales, pero
quizd se haya hecho famoso gracias a Ralph Palmer
Agnew:

“Un dia comenzo a nevar con gran intensidad y en forma
permanente. Una mdquina quitanieves empezo a funcionar
a mediodia, a 2 millas durante la primera hora y a 1 milla
la segunda. ;A qué hora comenzo a nevar?”

Si es posible, encuentre el texto titulado Differential Equations,
de Ralph Palmer Agnew, McGraw-Hill, y después analice la
construccion y solucién del modelo matematico.
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38. Lea de nuevo esta seccién y clasifique cada modelo matemé-
tico como lineal o no lineal.

39. Dinamica poblacional Suponga que P'(¢) = 0.15 P(¢) repre-
senta un modelo matematico del crecimiento de cierto cultivo
celular, donde P(¢) es el tamaiio del cultivo (medido en millo-
nes de células) en el tiempo ¢ (medido en horas). ; Con cudnta
rapidez crece el cultivo en el tiempo ¢ cuando su tamafio llega
a 2 millones de células?

W Ejercicios de repaso

En los problemas 1 y 2, llene el espacio en blanco y después escri-
ba ese resultado como una ecuacién diferencial lineal de primer
orden que no tenga el simbolo ¢, y cuya forma sea dy/dx = f(x, y).
Los simbolos ¢, y k representan constantes.

kx:

1d
. —cye
dx !

d -
2, E(S +ce ™ =

En los problemas 3 y 4, llene el espacio en blanco y después escri-
ba ese resultado como una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden sin los simbolos ¢, y ¢, y que tenga la forma F(y, y") = 0. Los
sfmbol(z)s ¢1, ¢, y k representan constantes.

d
3. —(cjcoskx + ¢, sen kx) =
dx

dZ
4. e (¢y cosh kx + ¢, senh kx) =

En los problemas 5 y 6, calcule y' y y" y después combine estas
derivadas con y como una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden sin los simbolos ¢, y ¢, y que tenga la forma F(y, y’, y") = 0.
Los simbolos ¢, y ¢, representan constantes.

5. y =ce" + coxe'
En los problemas 7 a 12, haga coincidir cada una de las ecuaciones
diferenciales que se dan con una o més de estas soluciones:
a)y=0, b)y=2, ¢)y=2 d) y=2"

8 y =2
10. xy' =y
12 xy" —y' =0

6. y =cecosx + ce’senx

1. xy' =2y
9. yy=2y—4
1. y"+9y=18

En los problemas 13 y 14 determine por inspeccién al menos una
solucién de la ecuacién diferencial que se da.

13. y' =y 14. vy =y(y —3)

En los problemas 15 y 16, interprete cada enunciado como una
ecuacion diferencial.

15. En la grifica de y = ¢(x), la pendiente de la linea tangente
en el punto P(x, y) es la distancia elevada al cuadrado desde
P(x, y) hasta el origen.

16. Enla grificadey = ¢(x), latasa ala que la pendiente cambia
con respecto a x en un punto P(x, y) es la negativa de la pen-
diente de la linea tangente en P(x, y).

17. @) Proporcione el dominio de la funcién y = x*°.

b) Encuentre el intervalo / de definicién mds amplio sobre
el que y = x** es una solucién de la ecuacion diferencial
3xy' — 2y =0.

40. Decaimiento radiactivo Suponga que
A’() = —0.0004332A(z)

representa un modelo matematico para el decaimiento del radio
226, donde A(?) es la cantidad de radio (medido en gramos)
restante en el tiempo ¢ (medido en afios). ;Cudnta cantidad de
radio resta en el tiempo ¢ cuando la muestra estd decayendo a
una tasa de 0.002 gramos por afio?

Las respuestas a los problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-1.

18. @) Verifique sila familia de un solo pardmetro y* —2y = x*
— x + ¢ es una solucién implicita de la ecuacién dife-
rencial 2y — 2)y" = 2x — 1.

b) Encuentre un miembro de la familia de un solo parame-
tro dada en el inciso a) que satisfaga la condicion inicial
¥(0) =1.

¢) Useelresultado que obtuvo en el inciso b) para encontrar
una funcién explicita y = ¢(x) que satisfaga y(0) = 1.
Proporcione el dominio de ¢. (Es y = ¢(x) una solucion
del problema de valor inicial? Si es asi, encuentre su
intervalo / de definicidn; si no, explique.

2
19. Dadoquey = T + xesunasolucion de laED xy’ + y =
2x. Encuentre x, y el intervalo I mds amplio para el cual y(x)
es una solucion del problema de valor inicial.

xy' +y=2x, Yxg) = 1.

20. Suponga que y(x) denota una solucién del problema de valor
inicial y’ = x*> + y%, y(1) = — 1 y que y(x) posee al menos una
segunda derivada en x = 1. En alguna cercania de x = 1, use
la ED para determinar si y(x) es creciente o decreciente, y si
la grifica de y(x) es concava ascendente o concava descen-
dente.

21. Una ecuacion diferencial puede poseer mds de una familia de
soluciones.

a) Grafique los diferentes miembros de las familias y =
G1(0) =X+ c1yy = do(x) = =X + ¢

b) Verifique siy = ¢,(x) y y = ¢,(x) son dos soluciones de
la ecuacién diferencial no lineal de primer orden (y')* =
4x%.

¢) Construya una funcién definida en forma segmentada
que sea solucién de la ED no lineal del inciso b) pero que
no sea miembro de cualquier familia de soluciones del
inciso a).

22. ;Cual es la pendiente de 1a tangente en la grafica de la solucién
dey’ = 6Vy + 5x° que pasa por (—1, 4)?

En los problemas 23 a 26, verifique si la funcién indicada es una

solucién particular de la ecuacién diferencial dada. Proporcione un

intervalo de definicion 7 para cada solucidn.

23 y"+y=2cosx—2senx; y=xsenx+ xcosx

24. y' + ysecx; y=xsenx + (cosx)In(cos x)

25 X'+ xy' +y=0; y=sen(lnx)

26. x%y" + xy' +y = sec(In x);

y = cos(In x) In (cos(In x)) + (In x) sen(In x)

Ejercicios de repaso 29
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28.

29

30

La gréfica de una solucién de un problema de valor inicial de
segundo orden d?y/dx* = f(x,v,5"), y(2) = ¥4, ¥' (2) = y,, estd
dada en la FIGURA 1.R.1. Utilice esta grafica para estimar los
valores de y, y y;.
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FIGURA 1.R.1 Gréfica para el problema 27

Un tanque cilindrico de 2 pies de radio y altura de 10 pies se
llena a su maxima capacidad. Si inicialmente el tanque esta
lleno de agua, y el agua gotea por un orificio circular con
radio de % pulgada ubicado en el fondo, determine una ecua-
cién diferencial para la altura / de agua en el tiempo ¢. Ignore
la friccidén y la contraccién de agua en el orificio.

Considere un pequefio cohete lanzado verticalmente. Deje
que m(?) denote la masa total del cohete en el tiempo (7) (la
cual es la suma de tres masas: la masa constante de la carga,
la masa constante del vehiculo y la cantidad variable de com-
bustible). Si se supone que la direccién positiva es hacia
arriba, la resistencia del aire es proporcional a la velocidad
instantanea v del cohete y R es el empuje hacia arriba o la
fuerza generada por el sistema de propulsion, encuentre un

modelo matemadtico para la velocidad v(¢) del cohete.
[Sugerencia: Véase (14) en la seccién 1.3 y (18) en los ejer-
cicios 1.3.]

Cohete del problema 29

30. En el problema 29, suponga que m(f) = m, + m, + my1),

donde m,, es la masa constante de la carga, m, es la masa

constante del vehiculo y m(t) es la cantidad variable de com-

bustible.

a) Demuestre que la tasa a la cual cambia la masa total del
cohete es la misma que la tasa a la cual cambia la masa
del combustible.

b) Si el cohete consume su combustible a una tasa constan-
te A, encuentre m(t). Luego reescriba la ecuacién dife-
rencial del problema 29 en términos de A y la masa total
inicial m(0) = my,.

¢) Bajolasuposicién del inciso b), demuestre que el tiempo
de agotamiento 7, >0 del cohete, o el tiempo en el cual
se consume el combustible, es 7, = m;(0)/A, donde m,(0)
es la masa inicial del combustible.

CAPITULO 1 Introduccion a las ecuaciones diferenciales



