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Unidad 1

Los numeros reales

En esta unidad Una de las herramientas mas poderosas de las matematicas es el calculo. Su
evolucion ha ocurrido de manera paralela a los diferentes sistemas numeéricos, desde los prime-
ros conteos hasta la era tecnoldgica. El célculo fundamenta su estudio en las propiedades de los
numeros reales. En esta unidad estudiaremos los axiomas fundamentales, los de orden y los de
completitud como preambulo para otras aplicaciones mas complejas.

Competencia especifica

Comprender las propiedades de los nimeros reales para resolver desigualdades
de primer y segundo grado con una incognita y desigualdades con valor absoluto,
representando las soluciones en la recta numérica real.
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2 UNIDAD 1 Los nimeros reales

Los nimeros naturales estan >
contenidos en los nimeros
enteros N C Z

La resta de dos niimeros es una
operacion derivada de la suma,

y se define como la suma de un
nimero con el inverso aditivo de
otro.

1.1 Los nimeros reales

Hoy en dia la ciencia y la tecnologia han alcanzado niveles extraordinarios. El desarrollo de la
fisica, la quimica, la biologia, la astronomia, la medicina, la ingenieria y muchas ramas mas, fun-
damentan su progreso en la aplicacién de una de las herramientas mds poderosas de las matema-
ticas: el cdlculo infinitesimal.

En términos histéricos el desarrollo del cdlculo se produjo al buscar soluciones a problemas
de la vida real, entre los mds conocidos podemos mencionar:

* Describir la velocidad de una particula con velocidad constante.

* Determinar la ecuacion de la tangente a una curva en un punto.

e Analizar la razén de cambio entre dos variables.

* Calcular el drea de una superficie y el volumen de un sélido.
El calculo sustenta su estudio en el conjunto de los nimeros reales, por esta razén es necesario
conocer sus axiomas y sus principales propiedades.

Existen diversas maneras de iniciar el estudio del sistema de los nimeros reales, pero una

de las mas utilizadas considera los sistemas numéricos mas sencillos, el primero de ellos es el
conjunto de los niimeros naturales.

Definicion del conjunto de nimeros naturales

El conjunto de los ndmeros naturales se denota por N, y se define como
N={1,2,3,4,506,7,8,9,...}

Una de las primeras aplicaciones de las matemadticas en la vida real ha sido el conteo y los nime-
ros naturales han sido la herramienta. Entre las propiedades mds importantes de este conjunto
podemos mencionar la existencia de un orden, la existencia del 1 como primer elemento, que
todo nimero natural tiene otro como sucesor y que todo nimero natural, excepto el nimero 1,
tiene otro nimero natural como antecesor. En términos formales se tiene:

1 Propiedades de los niimeros naturales
1. 1<nparatodoneN.
2. Si ke N se define su sucesor como k+ 1y ademds k+ 1 e N.

3. SikeN, k# 1, se define su antecesor como k — 1 y ademds k+ 1 € N.

En N se definen dos operaciones: la suma y el producto. Se verifica que ambas operaciones son
cerradas, conmutativas y asociativas, la suma distribuye respecto al producto. El nimero natu-
ral 1 es el neutro multiplicativo. Sin embargo, estas propiedades no son suficientes para descri-
bir algunos fenémenos fisicos, por ejemplo, las temperaturas bajo cero, las altitudes por debajo
del mar o la distancia entre dos puntos iguales; en concreto, carecen de un elemento neutro adi-
tivo y de inversos aditivos.

Un conjunto “mds grande” que resuelve este inconveniente se define como el conjunto de
los niimeros enteros.

Definicion del conjunto de los nimeros enteros

Se define el conjunto de los nimeros enteros como
Z={...,—2,-1,0,1,2,...}

En Z también estan definidas las operaciones de suma y producto que son, de nueva cuenta,
cerradas, conmutativas y asociativas, también se verifica la propiedad distributiva de la suma,
existe el elemento neutro multiplicativo, pero ademads se agregan el “cero” como elemento neu-
tro aditivo y los “niimeros negativos” como inversos aditivos. Estas propiedades permiten la defi-

— O
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1.1 Los nimeros reales 3

nicién de la resta como una operacion derivada de sumar un nimero con el inverso aditivo de
otro, es decir x —y =x + (—y).
No obstante lo anterior, la solucién a problemas elementales como repartir una naranja entre « La definicion antigua de la
dos personas o describir qué parte representa un minuto de una hora, o simplemente para dar el ~ Unidad fundamental de longi-
T . s . tud, como la diezmillonésima

resultado exacto de dividir 46 dulces entre 5 nifios, no pueden resolverse en términos de nime- L

. , . . ., . parte del meridiano terrestre a
ros naturales ni de nimeros enteros. Se hace necesaria, entonces, la introduccién de los nu-

. . ., R B . . X lo largo de un cuadrante, es un
meros fraccionarios, también conocidos como los nimeros racionales que tienen otras propieda- ejemplo de nimero racional.
des de mayor aplicacion.

Definicion del conjunto de los niameros racionales

Se define el conjunto de los niimeros racionales como

Q= {ga,bEZ,b¢0}
b
=N]\Y[JXe kN Algunos nimeros racionales
Los siguientes son ejemplos de nimeros racionales. o La letra @ se tom6 original-
mente de la palabra “cociente”
1 l i —_2 i _i 4 en inglés.
5973717 11'-13
2. Cualquier nimero natural.
3. Cualquier nimero entero.
4. Cualquier expansién decimal finita como 0.25, 3.1, —=7.05, 1.1
5. Cualquier expansién decimal infinita periddica, por ejemplo

3.4 =3.44444444444 . . ., —52.04 = —52.040404040404 . . ..

5.123 =5.123123123 . . . (la linea arriba de los digitos indica que se repiten infinita-
mente).

Los ndmeros racionales histéricamente se definen como cocientes de ndmeros enteros, la condi- « Todo nimero entero puede
cién es que el denominador sea diferente de cero. Dado que todo nimero entero n puede expre- ~ expresarse como el cociente de
sarse como el cociente %, entonces se considera que todo niimero entero es un niimero racional. elug’;zg]:;?;lo ]égdjn"r’ijr:ﬁo
EsdecirN C Z C Q. ?acional. ‘

Todas las propiedades de los enteros siguen siendo validas en @, pero ademds se verifica la NCZCa
existencia de los inversos multiplicativos para cualquier nimero racional, excepto el cero. Si
4 ¢ @ el inverso multiplicativo se define por £ € Q y satisface 4 £ = 1. Se define la division  Paratodo 4 €@, % #0, se

de dos numeros como el producto de uno por el inverso de otro distinto de cero, esto es  define el inverso multiplicativo
a 1 » L ¢ Qysatisface ¢ 2 =1.
—_—=a-—=a- b .

b b
Dado un nimero racional ¢ es posible realizar la divisién de a entre b, para obtener como

resultado un nimero decimal. El teorema 1.1.1, presentado sin demostracion, expresa las opcio-
nes de este resultado.

Teorema 1.1.1 Todo nuimero racional puede expresarse como una expansion decimal
finita 0 como una expansion decimal infinita periddica.

=]\ [/Xe A Una expansion decimal finita es un nimero racional

Demostrar que la expansion decimal 0.14 es un nimero racional.

— O
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4 UNIDAD 1 Los nimeros reales

Si x = 0.14, entonces

x=0.14 <« multiplicar por 10*
100x = 14 <« despejar

_ 4 _ 7
7100 50

=8]5\7 | JHe &R Otra expansion decimal finita que es un nimero racional

Demostrar que la expansion decimal 0.2124 es un nimero racional.

Si x =0.2124, entonces

x=0.2124 <« multiplicar por 10*

10 000x =2 124 <— despejar
2124 531

*7 10000 2500

En general, dada la expansion decimal finita 0.a,a,a5 . . . a,, se supone

x=0.aq1a5a5 . .. a, <« multiplicar por 10"
10"x = aaxas . . .da, <« despejar x
a,a,a, ...qa,
10"

][ Xel¥"q Una expansidon decimal infinita periddica es un niimero racional

Demostrar que la expansion decimal infinita 0.543543543543 . . . = 0.543 es un nimero ra-
cional.

Sea x = 0.543 = 0.543543543543 . . . , entonces

x =0.543543543543 . . . <« multiplicar por 10
10° x = 543.543543543543 . . . < restar a esta nueva expresién la anterior
10° x = 543.543543543543 . . .
x =0.543543543543 . . . <« despejar
999x = 543
S
999

A\ [JXe BN Una expansion decimal infinita periédica es un nimero racional

Demostrar que la expansién decimal infinita 0.1241414141 ... =0.1241 es un nimero racional.
Sea x = 0.1241 = 0.1241414141 . . . , entonces
x =0.1241414141 . . . <« multiplicar por 10* y por 10
10*x=1241.41414141 . ..
102)( = 1241414141 e <— restar estas ecuaciones

— O
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1.1 Los nimeros reales B

10*x= 1241.41414141 . . .

10°x= 12.41414141 . .. < despejar
9900x = 1229
1229
*7 9900

Dados dos nimeros racionales cualesquiera, siempre es posible determinar un nuevo nimero
racional comprendido entre ellos, esto puede realizarse tantas veces como se desee; por ejemplo,
entre los racionales m y n se encuentra el nimero racional (m + n)/2. Sin embargo, los nimeros
racionales no “llenan” toda la recta numérica.

Al intentar responder preguntas como: ;cudl es la longitud de la arista de un cuadrado que
tiene drea 2? o jcudl es la razén entre el perimetro de una circunferencia y su radio?, encontra-
mos que las respuestas V2 y 7, respectivamente, no pueden expresarse como un nimero racio-
nal (vea los problemas 23 y 24 de la seccién 1.4). Nimeros de este tipo se conocen como irra-
cionales y graficamente se “intercalan” en toda la recta numérica en los “huecos” que existen
entre los elementos del conjunto CD.

Una de las primeras aplicaciones de los nimeros racionales fue construir nimeros irracio-
nales, esto después de un sofisticado proceso.

La necesidad de utilizar nimeros irracionales se present6 en algunos problemas de geome-
tria en la Grecia antigua; sin embargo, fue hasta el siglo X1x que se obtuvieron avances signifi-
cativos gracias a los estudios realizados por Karl Weierstrass, George Cantor y Richard Dedekin.
La construccion total se dio a partir de los axiomas que establecié Giuseppe Peano en 1889.

Los nimeros irracionales son todos aquellos que no pueden expresarse como el cociente
de dos enteros, o bien como aquellos nimeros que tienen una expansién decimal infinita no
periodica. En ocasiones basta entender que los irracionales son un conjunto disjunto de los racio-
nales.

Definicion del conjunto de nimeros irracionales

Se define el conjunto de los nimeros irracionales I como el conjunto de todos los nimeros que
no son racionales.

I'= {x]x es una expansién decimal infinita no periédica}

=]\ [JXel:N Algunos nimeros irracionales

Algunos nimeros irracionales son:

1. e

2. m

3. V2

4. V/p, con p nimero primo.

5. a-+\/p, siaesun nimero racional y p un niimero primo.

N5\ [ MW A Otros nameros irracionales

Un nimero primo sélo es divisible por él mismo y por la unidad, los nimeros primos son 2, 3,
5,7,11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 57, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, . . . El
ntimero Vp es irracional siempre que p sea un niimero primo.

Se deja como ejercicio al lector determinar cudles propiedades de los racionales se satisfa-
cen para los irracionales. No todas las propiedades siguen siendo validas; por ejemplo, podemos
mencionar que la suma no es cerrada, basta considerar que —2 + 77 y 7 — 7r son dos nimeros irra-
cionales que sumados resultan un nimero entero.

— O
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6 UNIDAD 1 Los nimeros reales

FIGURA 1.2.1 La recta real

El conjunto de los nimeros >

reales es un conjunto denso.

Ya estamos en condiciones de obtener la definicién de un conjunto mas general, el conjun-
to de los niimeros reales.

Definicion del conjunto de nimeros reales

Se define al conjunto de los nimeros reales como la unién disjunta de nimeros racionales e irra-
cionales. Es decir R=Q U I.

Es importante observar que los racionales y los irracionales son conjuntos disjuntos, esto es,
que dado un ndmero real o estd en Q o estd en I pero nunca en ambos. Ademds se verifican las
contenciones propias

NCZCcQCR e ICR

1.2 Los niameros reales y la recta numérica

Los nimeros reales se pueden representar graficamente como puntos sobre una linea recta cono-
cida como la recta real. Sobre esta recta se fijan dos puntos representados por 0 y 1. Estos dos
puntos permiten construir todos los demds, ya que para representar cualquier nimero real x
se toma un segmento de longitud x a la derecha del cero si x es positivo o a la izquierda si x es
negativo.

El extremo de este segmento es el punto correspondiente al nimero x. El cero se conoce
como origen de la recta real y el 1 como la escala. Por lo anterior, sobre la recta real se repre-
sentan los reales positivos, el cero y los reales negativos, y se verifica una regla de correspon-
dencia: cada punto de la recta corresponde a un nimero real y cada nimero real lo podemos
representar como un punto de esta recta. La recta real se muestra en la FIGURA 1.2.1.

Los nimeros definidos a la derecha del cero se conocen como reales positivos y el conjun-
to de todos ellos se representa por R*. De manera andloga, se define R~ como el conjunto de
todos los reales a la izquierda del cero.

Otra propiedad importante de los nimeros reales es que entre dos nimeros reales diferentes
cualesquiera, sin importar cudn cercanos estén, siempre existe otro nimero real y, en consecuen-
cia, entre dos nimeros reales cualesquiera diferentes, siempre existe una infinidad de nimeros
reales. A diferencia de (2 y de I los reales no contienen “huecos”. En términos matemadticos se
dice que el conjunto de los nimeros reales es un conjunto denso.

1.3 Propiedades de los nameros reales

El sistema de los nimeros reales es uno de los pilares fundamentales en el desarrollo de las mate-
maticas a cualquier nivel, existen muchos resultados que muestran su importancia histérica. No
obstante, la presente obra no realiza un estudio mds profundo de este conjunto numérico y sim-
plemente se establece el conjunto de axiomas a partir de los cuales se derivan todas las propie-
dades utilizadas en un curso bdsico de cdlculo.

Axiomas de los niimeros reales

Dados dos nimeros reales cualesquiera x y y se define la suma x +y € R y el producto xy € R,
que satisfacen los siguientes axiomas:

I Axioma 1 Propiedad conmutativa de la suma

x+ty=y+x

I Axioma 2 Propiedad asociativa de la suma

x+@y+tz=x+y +z

— O
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1.3 Propiedades de los nimeros reales 7

I Axioma 3 Existencia del neutro aditivo

Existe el 0 € R tal que x + 0 =x.

I Axioma 4 Existencia de inversos aditivos

Para todo ntimero real x existe —x € R, tal que x + (—x) = 0.

I Axioma 5 Propiedad conmutativa del producto

Xy = yXxX

I Axioma 6 Propiedad asociativa del producto

x(yz) = (xy)z

I Axioma 7 Existencia del neutro multiplicativo

Existeel 1 e Rtal que x - 1 = x.

I Axioma 8 Existencia de inversos aditivos

Para todo niimero real distinto de cero x existe x ' € R, tal que x - x'=1.

I Axioma 9 Propiedad distributiva
x(y+z)=xy+xz

Todas las propiedades conocidas de los nimeros reales pueden demostrarse a partir de los axiomas

anteriores, por esta razon se dice que la teoria de los niimeros reales es una teoria axiomdtica. o La teorfa de los nimeros reales
es una teoria axiomatica.

d

—~ NOTAS DESDE EL AULA

5 e i C i

Si existiera la divisién entre O . . .
(En dénde esta el error del siguiente desarrollo?

Supongamos que es un nimero real distinto de cero.

Entonces sea x=y#0
Multiplicar la ecuacién por x x> =xy
Restar y? en ambos lados =y =xy—y
Factorizar x+yx—y)=yx—y)
Despeiar X+ x—y)
Pl (x =)
S ) i
-y 7
x+ty=y
Y como inicialmente x =y yty=y
. y
Se tiene 2y=y = 2=;:1 ?

(Qué ocurri6?

— O
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8 UNIDAD 1 Los nimeros reales

Ley de tricotomia:

Dados dos niimeros reales cua-
lesquiera uno es mayor que otro
o son iguales.

>

Los axiomas de los niimeros reales permiten definir operaciones complementarias como la
diferencia de dos nimeros y el cociente de dos nimeros.

Definicion de resta y division de niameros reales

Se define la resta y la division de nimeros reales como sigue:
a x—y=x+(y)

X
b) ; = xy !, siempre que y # 0

Propiedades de orden de los nameros reales

En los nimeros reales se define una relacién de orden <, que satisface los siguientes axiomas:

I Axiomas de orden en R

Sean x, ye R
I Axioma 10 Ley de tricotomia

Se cumple una y s6lo una de las siguientes condiciones: x <y, x=y, x>y.

x >y significa y <x

I Axioma 11 Si y < x, entonces y + z < x + z para cualquier z € R
I Axioma 12 Si 0 <yy 0 < x, entonces 0 < xy

I Axioma 13 Propiedad de transitividad

Six<yyy<z entonces x <z

Definicion de los simbolos de desigualdad estricta <y >

Los simbolos <y > se conocen como simbolos de desigualdad estricta y se leen “menor que” y
“mayor que”.

Definicion de los simbolos de desigualdad no estricta =y =

Los simbolos = y = se conocen como simbolos de desigualdad no estricta y se leen “menor o
igual que” y “mayor o igual que”.

La expresién y = x abrevia los casos y <x o0y = x.
La expresién y = x abrevia los casos y > x 0y = x.

En el teorema 1.3.1 se muestran otras propiedades de orden.

Teorema 1.3.1 Otras propiedades de orden

1. Siy<xy0<gz entonces yz < xz
Siy<xyz<0, entonces yz > xz
Si0<xyO0<y,entonces 0 <x+y

Sio<y<xyO<w<gzentoncesy+w<x+z

A

Sio<y<xyO0<w<z entonces yw < xz7

— O
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1.3 Propiedades de los nimeros reales 9

Siy < x, entonces por el axioma 11 y —y <x —y, es decir, 0 <x—y, y si
0 <z por el axioma 12 se cumple 0 < (x — y)z, luego 0 < xz — yz. De nueva cuenta por el axio-
ma 11 tenemos yz < xz — yz + yz, donde finalmente yz < xz.

Siy<xyz<0,entonces 0 <x—yyO0<—z por el axioma 12 se cumple
0 < (x —y)(—2), luego 0 < —xz + yz. De nueva cuenta por el axioma 11 tenemos xz < yz.

Si0<xy0<y,entonces por el axioma 11 si 0 <xyO0+x<x-+y,

por tricotomia (axioma 10) se tiene 0 <x + y.

Sio<y<xyO0<w<gzentonces 0 <x—yy0<z—w,por el inciso 3 de
este teorema se tiene 0 < (x —y) + (z —w) luego 0 <x+ z— (y + w). Por tltimo y + w <x + z.

Si0<y<xyO0<w<g entonces yw < xw y wx < xz. Por tricotomia se
concluye la demostracion.

El conjunto de los nimeros reales es un conjunto ordenado

Los axiomas de orden inducen de manera natural un orden en el conjunto de los nimeros reales,
y se tiene la siguiente convencion:

I. y<xsiysblosiO<x-—y
2. y=xsiysélosi0=x—y

3. y=xsiysolosi0=x—y

En la recta real la desigualdad y < x se representa como un niimero y a la izquierda de un nime-
ro x (FIGURA 1.3.1). y X

En otras palabras, se dice que un nimero x es mayor que otro nimero y si y sélo si la dife-
rencia x — y es un nimero real positivo. De la misma manera se dice que un nimero x es menor
que otro nimero y si y sélo si la diferencia x — y es un nimero real negativo. Se dice que los
nimeros son iguales si la diferencia x — y es cero.

Lo anterior define un orden de manera natural en el conjunto de los nimeros reales, porque
para saber cudl es la ubicacion correcta de un nimero basta compararlo con el cero.

FIGURA 1.3.1 Representacién
gréfica de y < x.

infimo y supremo

Introducimos las siguientes cuatro definiciones antes de presentar un dltimo axioma de los
nimeros reales que estudiaremos en esta seccion:

I Definicion de cota superior Sea A C R, si existe x € R tal que a < x para todo a € A, enton-
ces x se llama una cota superior de A y se dice que el conjunto A estd acotado por arriba o que
A estd acotado superiormente.

I Definicion de cota inferior Si existe x € R tal que x < a para todo a € A, entonces x se llama
una cota inferior de A y se dice que el conjunto A estd acotado por abajo o que A estd acotado
inferiormente.

I Definicion de supremo de un conjunto Sea A C R un conjunto acotado por arriba y supon-
gamos que existe x € R que satisface las siguientes dos condiciones:

* xes una cota superior de A.

* Siye R esuna cota superior de A, entonces x =< y.

Entonces x se dice el supremo de A y tiene la propiedad de ser “la menor de todas las cotas supe-
riores”.

— O
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10 UNIDAD 1 Los nimeros reales

Si existen, el infimo y el supre- p»
mo de un conjunto son tnicos.

Los niimeros reales forman un
conjunto denso.

I Definicion de infimo de un conjunto Sea A C R acotado por abajo y supongamos que exis-
te x € R que satisface las siguientes dos condiciones:

e xes una cota inferior de A.

* Siye R es una cota inferior de A, entonces y = x.

Entonces x se dice el infimo de A y tiene la propiedad de ser “la mayor de todas las cotas infe-
riores”.

Ya se tienen las condiciones para poder enunciar un ultimo axioma de los nimeros reales,
conocido como el axioma de complitud o de completitud:

Axioma de completitud
I Axioma 14 Axioma de completitud
1. Todo conjunto no vacio de nimeros reales acotado por arriba tiene un supremo.

2. Todo conjunto no vacio de nimeros reales acotado por abajo tiene un infimo.

Como un conjunto de nimeros reales puede constar de un solo niimero real, se verifica por el
axioma 14 que los reales son densos.

1.4 Intervalos en R

Al utilizar una variable en cualquier problema de aplicacion es necesario definir el subconjunto
de nimeros reales que le corresponde como conjunto de sustitucién. Sin lugar a dudas, unos de
los subconjuntos mds importantes en R son los intervalos y son definidos a continuacién:

Definicion de intervalo en R

Se definen los siguientes subconjuntos de ndimeros reales, conocidos como intervalos reales:

1. Intervalo abierto (a, b) = {x|a < x < b}
2. Intervalo cerrado [a, b] = {x]a = x = b}
3. Intervalos mixtos (a, b] = {x|la<x = b}

[a, b) = {x|a = x < b}
4. Intervalos infinitos (=00, b) = {x|x < b}
(=00, b) = {x|x = b}
[a, 00) = {x]a < x}
la, 00) = {x]a = x}
5. Los nimeros reales (=00, ) = R
En la FIGURA 1.4.1 se pueden observar las representaciones gréaficas de los diferentes tipos de inter-

valos. Algunos autores denotan los extremos de un intervalo abierto con puntos “huecos” y los
extremos de un intervalo cerrado con puntos “sélidos”.

]\ [JXe}:} Operaciones con intervalos

Determine el conjunto de nimeros reales definido por (=2, 16] N [12, 20) y por (=2, 16] U
[12, 20).

— O
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( AY C .| C A
\ J \ | C )
a b a b a b
(a, b) (a, b] [a, b)
C | C (
L J L \
a b a a
[a, b] [a, o0) (a, 00)
) .
J i
b b
(—o0, b) (—o0, b]

Intervalos reales

Los intervalos son conjuntos, de manera que al utilizar operaciones de conjuntos, se

tiene:

(=2, 161 N [12,20) = {x| 2 <x =
(=2, 161 U [12,20) = {x| 2 <x =

Los resultados gréficos se observan en la FIGURA 1.4.2.

16} N {x]12 = x <20} = {x]12 = x = 16} = [12, 16] «—Cm—»

16} U {x]| 12 = x <20} = {x|-2 < x < 20} = (-2, 20)

—2 1216 20
FIGURA 1.4.2

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-2.

1.

Demuestre que la divisién entre cero no existe.

En los ejercicios 2 a 9 exprese los racionales dados en forma

decimal.
5 21
2. 2 3. 5
14 4
4. 5 5. — 1+
11 123
6. i 7. 5
32 1
8. it 9. %

En los ejercicios 10 a 21 escriba los nimeros decimales
dados, si es posible, en forma de fraccién.

10.
12.
14.
16.
18.
20.
22,

23.
24.
25.

26.

0.123321123321 . .. 11. 3.141615

0.12121212121 . .. 13. 0.25555555 . ..
2.213213 15. 5.71715

0.0144444 . .. 17. 0.0134134134 . . .
1.3132313231 . . . 19. 0.123123123123 . ..
0.123456789123456 . . . 21. 4.022022022 . . .

Determine el menor natural, el menor entero positivo, el
menor racional positivo y el menor irracional positivo.

Demuestre que 7 es irracional.
Demuestre que /2 es irracional.

Demuestre que la raiz cuadrada de un nimero primo es
irracional.

Determine un racional que aproxime a 7r.

27.
28.
29.

30.

31.

32,

En

Demuestre que si x, y € @, entonces x + y € Q.
Justificar si la suma de dos irracionales es un irracional.

Demuestre que si x, z € @, x < z, entonces existe y € ()
tal que x <y <z
Demuestre que si x, z € I, x < z, entonces existe y € I
tal que x <y <z
Demuestre que si x, z € R, x < z, entonces existe y € R
tal que x <y <z
Dados x, y € R, si x <y ordenar los nimeros x, y, /xy,

Xty
5.

los ejercicios 33 a 38 determine si el resultado es un

ndmero racional o irracional.

33.(V3 +1) 34. (V5 +4)( V5 —4)
35. V7w 36. (Vm + m)
37. 38. (1 +V5)

39.

40.

41.

42,

43.

— O

Demuestre que si x y y son dos nimeros pares, enton-
ces xy es otro nimero par.

Demuestre que si x y y son dos nimeros impares, enton-
ces xy es otro nimero impar.

Demuestre que el cuadrado de un nimero par es otro
nimero par.

Demuestre que el cuadrado de un nimero impar es otro
nimero impar.

Demuestre que si x € Q y y € I, entonces xy € I
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En los ejercicios 44 a 51 determine si existen el infimo y el 54, [1, 6.5] 55. [-2, 14)
supremo para cada uno de los conjuntos dados. 56. (—o0, —1) 57. (=, 0]
4.A=1{2,4,6,8, 10} 58. (1, ) 59. [-9, o0)
45. 4= {0, 4,0, 49,0499, .. .} En los ejercicios 60 a 72, realice las operaciones con inter-
46. A= {1,554 ...} valos indicadas.
= _ 1Ly _1 4_1
9. A={L 1 =3 1=51-5... 60. (2, 12] U (-7, 8) 61. (00, 2] U (4, 10)
48. A= {1, 1.1, 1.11, 1.111, . . .} 62. (—00, 5] U (2, 0) 63. (-9, 9] N (=3, 3)

49. A ={2,4,6,8, 10, .. )
50. A= {x|x=(1)",neZ)
51.A={x|]x= +,ne Z}

64. [[0, 2] N (=2, 1]] 65. (—00, 1) N (=4, 10]
66. ((1,91 U (=2, 4)) N [0, 2)
67. ((1, 31 N (—4, 0))" 68. [-5, 00] — (4, 12)

En los ejercicios 52 a 59 represente grificamente cada uno  69. R — ((1, 51U (-1, 8)) 70. R — (—00, 3)

de los intervalos dados.

52. (3, 8)

71. (0, 41 U (=3, 3)) — [2, 5)

53. (—10, —2] 72.((-8, 41U (=3, 1)) N [2, 6)

15 Desigualdades y valor absoluto

En esta seccidn estudiaremos dos conceptos fundamentales en el cdlculo infinitesimal, el con-
cepto de desigualdad (o inecuacion) y el concepto de valor absoluto.

Definicion de desigualdad en una variable

Una desigualdad en una variable es una expresién de la forma f(x) A 0, donde A es alguna de las
relaciones de orden <, >, =, =.

Por resolver una desigualdad se entiende determinar el intervalo o combinacién de interva-
los (de niimeros reales) cuyos elementos satisfacen la desigualdad.

Para resolver una desigualdad se utilizan los axiomas de los nimeros reales como se ilustra
en los siguientes ejemplos.

A\ [N BN Resuelva la desigualdad 2x+4 <6x+1

2x+4<o6x+1 Por el axioma 11, restar 1

2x+4—-1<6x+1-—1 Simplificar

2x +3 < 6x Por el axioma 11, restar 2x

2x —2x+ 3 < 6x — 2x Simplificar

3 <4x Por el inciso 1 del teorema 1.3.1, multiplicar por +
()3 < 4()x Simplificar

% <x De manera equivalente

x & (3 )

A\ [JXe BV N Resuelva la desigualdad —6x+3 = —8x—7

—6x+3=-8—7 Por el axioma 11, sumar 7

—6x+3+7=-8—7+7 Simplificar

— O
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—6x + 10 = —8x Por el axioma 11, sumar 6x

—6x + 6x + 10 = —8x + 6x  Simplificar

10 = 2x Por el inciso 2 del teorema 1.3.1, multiplicar por — %
(-3)10 = —2(—)x Simplificar
-5 =x De manera equivalente

x e (—o0, —5]

Resuelva la desigualdad 3 < (5x—7)/2 =10

3< 5x2_ ! =10 Por el inciso 1 del teorema 1.3.1, multiplicar por 2
6<5x—7=20 Por el axioma 11, sumar 7
6+7<5x—7+7=20+7 Simplificar

13 <5x =27 Por el inciso 1 del teorema 1.3.1, multiplicar por %
13( %) < 5( %)x = 27( %) Simplificar

% <x = % De manera equivalente

13 27
XE\7S, ?]

Resuelva la desigualdad —2 < (6 —2x)/4 <5

-2 < 6 _42x = Por el inciso 1 del teorema 1.3.1, multiplicar por 4
L8 <6 —-2x =20 Por el axioma 11, restar 6

L -6<6—-6—2x=20—-06 Simplificar

4 <2x=14 Por el inciso 2 del teorema 1.3.1, multiplicar por — &
—14(=3) > —2(—1)x = 14(-3) Simplificar

T>x=-1 De manera equivalente

=T =x<7 En forma de intervalo

xe[-7,7)

Resolver la desigualdad xX* > 3x—2

Al reescribir la desigualdad en la forma x> —3x+2>0, tenemos (x — 1)(x — 2) > 0.

Si consideramos la parte izquierda de la desigualdad como el producto de dos factores, este pro-
ducto es positivo, lo cual implica que los factores son del mismo signo.
Se tienen los siguientes casos.

Six—Dx—2)>0
entonces x — 1 >0yx—2>0

De donde x > 1y x>2
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- A<

a) 2
\
J
b) 1 2
A4
VAN
c) 1 2
FIGURA 1.5.1

—F T

- 4
FIGURA 15.2

El conjunto solucion de este par de desigualdades es (1, 00) M (2, 00) = (2, ©0). Vea la FIGURA
1.5.1a).

Six—1Dx—2)>0
entonces x — 1 <0y x—2<0.

De donde x <1y x <2
El conjunto solucion de este par de desigualdades es (—00, 1) M (—00, 2) = (—00, 1). Vea la FIGU-
RA 1.5.1h).

De manera que la solucién de la desigualdad se obtiene al unir las soluciones obtenidas en
los casos 1y 2. Es decir, la solucion es el conjunto x e (—00, 1) U (2, 00). Vea la FIGURA 1.5.1¢).

Resolver la desigualdad x¥* —2x—8 <0

Al considerar la desigualdad x> —2x—8 =0, tenemos (x —4)(x +2) = 0

Si consideramos la parte izquierda de la desigualdad como el producto de dos factores, este pro-
ducto es menor o igual a cero, lo cual ocurre cuando los factores son de signos diferentes o cero.
Se tienen los siguientes casos.

Six—4dHx+2)=0
entoncesx —4 =0yx+2=0.

De donde x =4y x = 2.

El conjunto solucion de este par de desigualdades es (—00, 4] M [—2, 00) = [—2, 4]. Vea la FIGU-
RA 1.5.2.

Six—4x+2)=0,
entonces x —4 =0yx+2=0.

De donde x = 4y x = —2.
El conjunto solucién de este par de desigualdades es (—o0, —2] M [4, o0) = <.

La solucién de la desigualdad se obtiene al unir las soluciones obtenidas en los casos 1 y 2. En
este caso la solucion es el conjunto x e [—2, 4] U & = [—2, 4]. Vea la figura 1.5.2.

Resuelva la desigualdad (x—8)/(x+4) =5

—
+4

Al considerar la desigualdad = 5 se tienen los siguientes dos casos, depen-

diendo del signo del denominador.

Six +4 >0 (observe que no se puede dar el caso x +4 = 0),
entonces x — 8 = 5(x +4) con x > —4.
De manera que —4x = 28 y x > —4
Al dividir entre —4, tenemos x = —7 y x > —4.
Es decir x € (—00, =7] N [—4, o0) = &,

Si x +4 <0 (observe que no se puede dar el caso x + 4 = 0),
entonces x — 8 = 5(x +4) con x < —4.

De manera que —4x = 28 y x < —4.

— O
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Al dividir entre —4, tenemos x = —7 y x < —4.

Es decir, x € [—7, 00) N (o0, —4) = [-7, —4).

Por ultimo, 1a solucion es la union de los intervalos solucién obtenidos en los dos casos, es decir,

y
xe[-7,-4)UT=[-7,—4).
. . fx)>0 fx)>0
Otra manera de resolver una desigualdad es a través de un andlisis grafico. ‘
Para esto, es necesario recordar que dada una funcién y = f(x) los puntos de interseccién ' N *

entre su grafica y el eje x se determinan al resolver la ecuacion f(x) =0.Y que, por otra parte, si  f(x) <0 f6)<0
f(x) >0, entonces la gréfica estd por “arriba” del eje x y si f(x) <0, entonces la grafica estd por
“abajo” del eje x. Vea la FIGURA 15.3. FIGURA 1.53
AZVIIEY Resolver la desigualdad x¥* +2x—8 <0 y

10

Los puntos de corte de la grafica de f(x) = P H2x—8=(x—2)(x+4) y el eje x son
x=2yx=—4. \

La gréfica de la funcién puede observarse en la FIGURA 1.5.4.

- =2 0 2 4 ot
Se verifica que f(x) = (x — 2)(x + 4) = 0 en el intervalo [—4, 2].
(También puede observarse que f(x) = (x — 2)(x + 4) > 0 en (—00, —4) U (2, 00).

B FIGURA 1.5.4
Valor absoluto de un nimero real

Hemos visto que a cada nimero real se le asocia un tnico punto de la recta numérica, conside-
rando la distancia entre el origen (el cero) y el nimero dado. Esta distancia también se define
como el valor absoluto o como la magnitud del nimero. Formalmente se tiene la siguiente defi-
nicion.

Definicion de valor absoluto de un nimero real

Si x es un nimero real, se define el valor absoluto de x como

x six=0
x| = —x six<O0

N3\ [JHe BN Algunos ejemplos de valores absolutos

1. |2|=2
2. |0]=0
3. |-13]=13
x+x six=0 2x six=0
4. |x|+x:{—x—|—x six<0:{0 six <0

lxl I o §ix=0 1 six=0
S x = = six<0 |-1 six<0
x—24+x six—2=0 {2x—2 six =2

6. |x_2+x:{—(x—2)+x Six—2<0 2 six<2

Definicion de distancia entre dos nimeros

Si x, y € R, se define su distancia como |x — y|.
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Propiedades del valor absoluto

En el siguiente teorema se enuncian las propiedades mds importantes del valor absoluto. La
demostracién se deja como ejercicio al lector (basta aplicar la definicién de valor absoluto).

Teorema 1.5.1 Propiedades del valor absoluto
I. |x=0
2. |x|=0siysélosix=0
3 x| = |
4 bl =xl 1yl
s Bl =B peo
bl

Desigualdades y valor absoluto

En el siguiente teorema se presentan las propiedades del valor absoluto aplicadas a las desigual-
dades.

Teorema 1.5.2 Propiedades del valor absoluto

. |x|<asiyslosi—a<x<a
|x| >asiysolosix<—-aox>a

|x +y| =|x| +|y| Desigualdad del tridngulo

S

x = x|y —x = x|

) ) x=y six=0
= = A 1
5. Siy = 0, entonces |x| =y si y sélo si Cx—y six<0

Por definicidn, si|x| < a, entonces se tienen los siguientes casos:

. . x<a six=0
Las propiedades anteriores > . 0 Multiplicar la segunda rama por —1
siguen siendo validas al cam- —x<a stx<
biar los simbolos de desigualdad .
o8 < v > por | ‘ x<a six=0
estrictos <y = por los no estric- . Aplicar transitividad a ambas ramas
tos =y =. x>—a six<0

—a<x<a Para toda x € R

Por definicidn, si|x| > a, entonces se tienen los siguientes casos:

Multiplicar la segunda rama por —1

x>a six=0
—x>a six<O0

x>a six=0
Aplicar transitividad a ambas ramas

x<-—a six<0

Es decir, x<—aox>a Para toda x € R
La demostracion de las propiedades 3, 4 y 5 se proponen como ejercicio.

Las propiedades anteriores siguen siendo vdlidas al cambiar los simbolos de desigualdad
estrictos <y > por los no estrictos =y =.

— O
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Resuelva la desigualdad [x — 4| <30

|x - 4| < 30 Por el inciso 1, teorema 1.5.2
=30<x—4<30 Por el axioma 11, sumar 4 a cada rama
30+4<x—4+4<30+4 Simplificar

26 <x <34 En forma de intervalo

x e (=26, 34)

Unas de las desigualdades mas utilizadas en el cdlculo de limites son mostradas a continuacién
en los ejemplos 11 y 12.

Resuelva la desigualdad |f(x) — L| <&

V(x) - L| <eg Por el inciso 1, teorema 1.5.2
—e<f(x)—L<e Por el axioma 11, sumar L a cada rama
L—e<f(x)—L+L<L+e Simplificar

L—e<f(x)<L+e En forma de intervalo

fx)e(L—¢,L+e)

)3 [JXeBE PA| Resuelva la desigualdad [x—a| <&

|x — a| <d Por el inciso 1, teorema 1.5.2
—<x—a<$é Por el axioma 11, sumar a y simplificar
a—6<x<a+é En forma de intervalo

xe(a—06,a+9)

Resuelva la desigualdad | -5x+ 8| < 10

|—5x + 8| =10 Por el inciso 1, teorema 1.5.2
—10 = -5x+8 =10 Por el axioma 11, restar 8 a cada rama

—10—-8=-5x+8—-8=10—38 Simplificar

=18 = -5x=2 Por el inciso 2 del teorema 1.3.1, dividir entre —5
—18 _ —5x _ 2
—_— = T = — Simplificar y reordenar
5~ -5 -5 ey
2 18
—g =x= ? En forma de intervalo

2 18
xe[-% ¥
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Resuelva la desigualdad [3x+5| > 20

|3x + 5| > 20
3x+5>20, 3x+5<-20
3x > 15, 3x<-25

)
3
xe(-00, = F)U (5, 00)

x>5 x<

Por el inciso 2, teorema 1.5.2, se tienen los dos casos
Resolver las desigualdades simultdneamente
Simplificar

En forma de intervalo

Resuelva la desigualdad [-2x+ 17| =10

[~2x + 17| = 10
—2x+17 =10, —2x+ 17
—2x =7, —2x=-27

7 27

X = ——

2 2

xe(-o0, 3 U[%, x)

Por el inciso 2, teorema 1.5.2, se tienen los dos casos

= —10  Resolver estas desigualdades simultineamente

En forma de intervalo

=]\ No 3R [} Resuelva la desigualdad [4x+7| = x+4

|4x + 7| = x + 4
dx+T7=x+4, 4x+7=
3x = -3, 5x=-11

_u

5
xe(—o0, — %] U (-1, 00)

x=-1, x=

Por el inciso 2, teorema 1.5.2, se tienen los siguientes dos casos

—(x + 4) Resolver estas desigualdades simultdneamente

En forma de intervalo

“ DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-2.

1. Demostrar los incisos 3, 4 y 5 del teorema 1.5.2.

En los ejercicios 2 a 29, resolver la desigualdad indicada, dar
la solucién en términos de intervalos y representarla en la
recta real.

2.
. 5x + 14 > 40 — 8x
—2x—3)=4—-2x+4)
L —2=3x—3
4 <6x+8<8
11.
13.
15.

4
6
7
9

2x <4 —10x

S =4-9x<2
—2x — 10 < 8 + 8x
dx—1Dx—5>0

3.
S.

8.
10.
12.
14.
16.

14x — 6 < 24 — 4x
32x +2)>4x— 10

o+ 8 =3(1— )
40 <20 — 10x = 100
2 =12-3x=<5
x+4Hx—6)<0
x—=2)x+5 =0

17. x +Hx—9) =0 18. X +5x+6=0

19.2¢° +x—1=0 20. > >x+2

2. X +2x—3=0 22.2x* +5x <0

23. 2+ 6x<0 24. X* < 16

25. (x + Dx +2)(x +3) <0

26. *(x—4) =0 27. 2% + 5x < —x* + 1
28. x> > (x — 2)? 29. sen x < cos x

En los ejercicios 30 a 51, resolver la desigualdad mostrada,
dar la solucién en términos de intervalos y representarla en
la recta real.

x—3 x—6

., > .
30 x+5 0 3 x—9

<0

— O
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32,

34.

36.

38.

40.

X

1
2. — =

X

X

44.

46. 1 =

29/10/10

48

50.3x —2 < x*

En los ejercicios 52 a 66, resolver la desigualdad mostrada,
dar la solucién en términos de intervalos y representarla en

la recta real.

52.3x + 15| =

. =
18 — 2x 3x+6

10

54. [2x + 3| < 10}x]

22

33.
35.
1
37. =
X
39.
41.
43.
45.
47.
49.

51.

53.

55.

x+4 -
x+12
2x 41

I

=

x+4
2% —9x+4>0

x*—3x—4

<0
x> —4x+5

3% —Tx+ 14 = 10

x+1 - 1
2x — 4
3x—2
x+1

1
jX*l

+4>0

10 <|x + 5]
x—1
x+1

> 1

:24 P gina 19 $

1.5 Desigualdades vy valor absoluto

56.12+x| =10 57.|x +5| = 2x
58.|(x + 2)(x — 2)| <22 — %)
59, 104 60. X | =
lex—2| T l2x—2| T
2x+3 Ix + 2|
= - —
61 75, ‘ N 62. 1= I8x — 12
lx — 2|
63. 1< 64. [2x — 8] = 3
lx + 3
5x 6
65.|—4x — 3| = 8 66. —— > 10
x+3 x+3

19

67 Demuestre que el cuadrado de cualquier real no cero es

positivo.

68. Demuestre que si [x| = 1, entonces x* = x.

69. Demuestre que si [x| = 1, entonces x* = x.

70. Suponga que 0 < a < b <, resuelva para x la siguiente

desigualdad:

2
x“+(a—b)x —ab _

0

a
71. Si a, b, ¢, d > 0 son numeros reales tales que — <

demuestre que

a
b

X+c

<

b

a+c

< £
b+d d

£
d
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